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Die physikalischen uund mathematischen Grundlagen

der Wiirme- und Stoffiibertragung

Von Dr. Ing. habil. K. NEsseLMANN, Wieshaden

I. Allgemcines

GroBe Gebicte der chemischen Verfahrenstechnik wer-
den von den Gesetzen der Wiirme- und Stoffiibertragung
beherrscht. Hicrher gehéren siimtliche Apparate zur
Wirmeiibertragung und solche Einrichtungen, in denen
Diffusionsvorginge auftreten. Soll heispiclsweise aus
cinem Gemisch von Luft und Wasserdampf der letztere
entfernt werden, so kann man das Gemisch an gekiihlten
Wandungen vorbeifiihren, an denen der Wasserdampf
kondensiert. Es findet dabei dauernd ein Stofltransport
des Wasscrdampfes in Richtung auf die gekiihlte Wand
statt. Die gekiihlte Wand kann auch durch cinen Stofl
ersetzt werden, der den Wassecrdampf absorbiert. Die
GesctzmiiBigkeiten sind dann dic gleichen. Umgekehrt
kann auch von eciner Oberfliiche aus cin Stoff in ein
anderes Gas hinein verdunsten.

DaB die Wirme- und Stoffiibertragung unter cinheit-
lichen Gesichtspunkten betrachtet werden kann, ja so-
gar oft betrachtet werden muB, liegt ecinerscits daran,
daf} die mathematischen Grundlagen fiir heide Vorgiinge
sehr dhnlich, unter bestimmten Voraussetzungen sogar
identisch sind. Andererseits treten in ¢in und demselben
Apparat oft heide Vorgiinge gleichzeitig auf, so daf} sic
sich iiberdecken, Als Beispiel sei wiederum die lint.
fernung von Wasserdampf aus Luft durch Auskonden-

sicren aufgefiihrt. Aufier dem oben bereits erwihnten
Stofftransport in Richtung der gekiihlten Wand tritt
noch in derselben Richtung cin Wirmetransport auf,
denn dic Temperatur des Gemisches muBl dauernd ge-
senkt, d. h. es muf} abgekiihlt werden.

Es gibt cine groc Anzahl von ausfiihrlichen Darstel-
lungen der Wiirme- und Stoffiibertragung?®. Im folgenden
soll das Grundsiitzliche der beiden Vorgiinge und dic
Mecthoden ihrer Vorausherechnung allgemein aufgezeigt
werden.

II. Wirmedurchgang und Diffusion

Dem Wirmedurchgang entspricht die Diffusion. Wir
betrachten zunichst den ersteren. In Abb.1 ist die
Schiebt eines Stoffes dargestellt. Es bedeutet

1L, GrROprnr und S.Erk, Die Grundgesetze der Wairmeiibertragung,
Springer, Berlin 1933; M.Ten Boscu, Die Wérmetibertragung, Sprin-
ger, Berlin 19363 A.Scuack, Der industrielle Wirmeiibergang, Stahl-
cisen, Diisscldorf 1948; K.NESSELMANN, Die Grundlagen der ange-
wandten  Thermodynamik, Springer, Berlin/Géttingen/Heidelberg
1950; A. BUSEMANN, Der Wirme- und Stoffaustausch, Springer,
Berlin 1933; K. KckERT, Einfiihrung in den Wirme- und Stoffaus-
tausch, Springer, Berlin/Gottingen/Heidelberg 1949; W. MaTz, Die
Thermodynamik des Wirme- und Stoffaustausches in der Verfahrens-
technik, Steinkopfl, Frankfurt 1949; G. ACKERMANN, Wirmeiibergang
und molckulare Stoffiibertragung im gleichen Feld bei grofen Tempe-
ratur- und Partialdruckdifferenzen, VDI-Forsch.-Heft 382 (1937);
1'aschenbuch «llittten, Bd. 1, Wilhelm lirnst & Sohn, Berlin 1949,
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t, dic hbohere Temperatur auf der linken Seite der
Schicht (°C),

t, die tiefere Temperatur auf der rechten Seite der
Schicht (°C),

A4 die Wiirmelcitzahl (kecal/mhgrd),

I' die Fliiche normal zur Schicht (mn?),

dx das Liingendifferential in Richtung normal zur
I'liiche (m),

o dic Dicke der Schicht (m),

dt das Temperaturdifferential in Richtung normal zur

Fliche (°C).
Dann ist dic durch dic Schicht stromende Wiirmemenge

0__71 dt At —ty)

F-= —=-""- I keal/h. (1)
In Abb. 2 ist die Schicht eines Gemisches aus zwei

dx )
Gasen (') und (") dargestellt.
,[

|

Abb. 2. Lrliiuterung der Diffusion

|
|

Iis sei
P der Gesamtdruck (kg/m?),
Py’ der hohere Teildruck des Gases (°) auf der
linken Seite der Schicht (kg/m?),
P, der tiefere Teildruck des Gases (‘) auf der
rechten Scite der Schicht (kg/m?),
P,"=P- Py’ der hohere Teildruck des Gases () auf der
rechten Seite der Schicht (kg/m?),
P,”= P-P,’ der ticfere Teildruck des Gases (”) auf der
linken Seite (kg/m?),
T dic absolute Temperatur der Gasschicht
(°K),
I die Diffusionszahl (m?/h),
dP’ der Teildruckabfall des Gases (‘) auf das
Liingendifterential dx,
dc’  der Konzentrationsabfall des Gases (') auf
das Liingendifferential dx (kmol/m?).

Dann ist dic Anzahl der Mole N’ des Gases ('), die stiind-
lich von links nach rechts diffundieren,

d¢

N=-k -

F. @)

dx

Nun ist aber mit p’ als spezifischem Gewicht des Gases (')
in kg/m?® und m’ als Molckulargewicht
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,

=2, 3)

m

Ferner ist nach der Zustandsgleichung fiir Gase

’ P’

V=TT (4)
mit I’ als Gaskonstante in m/grd. Multipliziert man

Gl (2) mit m’ und substituicrt Gl. (3) und (4), so folgt
fiir das stiindlich diffundierende Gewicht des Gases ()

k dar k
“RT de TR
Man erkennt, dafl Gl. (5) im Aufbau mit Gl. (1) identisch
ist.

Bei den in Abb.2 dargestellten Verhiiltnissen ist vor-
ausgesetzt, dafl auf der linken Scite in dic Schicht so viel
Gas (') zugcleitet wird, als auf der rechten Seite ver-
schwindet. Andecrerseits diffundiert aych das Gas (“) in
Richtung scines Druckgefliilles von rechts nach links. Es
muf} also vom Gas (”) auf der linken Seite chensoviel

G'=

P/-P,/)F kgh. (5)

verschwinden, als rechts zugefiihrt wird. Man nennt die-
sen Vorgang cin Problem mit «volldurchlissigen Grenz-
liicheny», d. h. beide Gase kinnen dic Grenzfliichen der
Schicht durchdringen.

In der Praxis ist dicse Voraussctzung in der Regel
nicht erfiillt. Zwischen den beiden Winden (Abb. 2)
strome feuchte Luft. Die rechte Wand sci gekiihlt, die
linke ungekiihlt. Dann schligt sich, sofern dic Tempe-
ratur der rechten Wand unterhally des Taupunktes licgt,
Wasser auf der rechten Wandung nieder, und es tritt
cine Diffusion.des Wasserdampfes von links nach rechts
cin, entsprechend dem Teildruckgefiille. Das Teildruck-
gefille der Luft verursacht nun aber cine Luftdiffusion
von rechts nach links. Da nun aber durch die linke Wan-
dung keine Luft entfernt werden kann, entsprechend
dem Entzug des Wasserdampfes an der rechten Wand,
wiirde auf der linken Secite eine Stauung und damit cine
Erhohung des Gesamtdruckes cintreten, was nicht mog-
lich ist. Es muB} sich daher dem Diffusionsvorgang cin
Stromungsvorgang von links nach rechts iiberlagern, der
so vicl feuchte Luft nach rechts befordert, daB ein Druck-
ansticg auf der linken Seite verhindert wird. Man spricht
in diesem IFall von «halbdurchlissigen Grenzftichen».
Iis ist dann?

Go_ kP _ar

R'T P-P dx
Man erkennt durch Vergleich von Gl. (5) und (6), daf}
fiir halbdurchliissige Grenzfliichen G’ grofier ist als bei
volldurchlassigen Grenzfichen. Ist P’ sehr klein im Ver-
halten zum Gesamtdruck P, so geht Gl. (6) in (5) iiber.

F kg/h. (6)

III. Wiirme- und Stofliihcrgang
bei crzwungener turbulenter Strémung

Dic bisher abgeleiteten Bezichungen sind indessen fiir
den praktischen Gebrauch noch nicht gecignet. I'iir die

2 Vgl. K. NisseLyann, Die Grundlagen der ang lten Thermo-

dynamik. Springer, Berlin/Gottingen/Heidelberg 1950.
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sogenannte gleichwertige Durchmesser d, angegeben wer-
den, der dieselben Verhaltnisse crgibt wice der vorgelegte

Querschnitt,
Es ist 4r
dy = T (24)

worin F' der Querschnitt des Rohres oder Kanals und
U der Umfang der Fliche ist, die die Stromung hegrenzt.
So ist z. B. fiir den rechteckigen Kanal (Abb. 6)

dab
©=avr

und fiir die Ringfliche des Doppelrohr-Wirmeaustau-
schers (Abh.7)

Dﬂ~d2_

_ 45 (D*-d?) D
D+d

e T
Auf dicse Weise konnen alle Rohr- oder Kanalquer-
schnitte auf das Kreisrohr zuriickgetiihrt werden.

J

Abb.6 und 7. Zur Berechnung des gleichwertigen Durchmessers

a

Betrachten wir nunmchr dic Stoffiibertragung, so
konnen wir auch fiir diese dieselben Differentialglei-
chungen (Kontinuititsglcichung, Bewegungsgleichung,
Energicgleichung) aufstellen wie bei der Stoffiibertra-
gung. Gegeniiber dieser besteht lediglich der Unter-
schied, dafl an Stelle der Temperaturdiffevenzen, dic
den Wirmetransport verursachen, nunmehr Druck-
differenzen treten, dic den Stofftransport hewirken, und
daBl an Stelle der Temperaturleitfihigkeit « die Dif-
fusionszahl k tritt. Sonst ist der mathematische Auf-
bau der Gleichungen genau derselbe. Sie miissen also
auch identische Losungen ergeben. An Stelle der Nus-
seLTschen Kennzahl Nu tritt gemifl Gl. (9) bzw. (10)

i

p ; die REYNoLpssche Kennzahl Re bleibt bestehen

und an Stelle der PRANDTLschen Kennzahl Pr writt die
. . v .
dimensionslose Kennzahl (—k-) Man erhilt also durch

Anwendung der Ahnlichkcitstheoric cine Losnng

l p\n

LI KRc"‘(I> : (25)
dic in ithrer Form der G1.(19) entspricht, wenn man Gr
aufler acht laBt, da es sich um eine erzwungene Stromung
handelt. Fiir den Wirmeaustausch ergibt sich nach
Gl. (19) cine Losung mit densclben Konstanten K, m
und n

4l = KR (26)

Nach Division von Gl. (26) durch Gl. (25) folgt
a4 (i)", (27)
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wobei der Exponent n zu 0,8 abgeschiitzt werden kanns.
Damit ist die Stoffiibergangszahl auf diec Wirmeciiber-
gangszahl zuriickgefiihrt. Ist die erstere bekannt, so kann
dic letztere nach Gl. (27) bereehnet werden.

IV. Dic Behandlung der Stoffiibertragung
mit Hilfe des J, x-Diagrammes

In der Praxis erweist cs sich oft als zweckmiiBig, das
J,x-Diagramm® zur Behandlung der in Rede stehenden
Probleme zu verwenden. Das ist cin Diagramm, das als
schiefwinklige Ordinate die Enthalpie cines Gas-Dampf-
Gemisches, z. B. feuchter Luft, enthalt, wirend als
Abszisse der Gehalt x des Gases an Dampf, also z. B.
dic Wasserdampfmenge je kg trockener Luft, aufge-
tragen ist. Lin solcbes Diagramm ist in Abb. 8 sche-

L] ]

Abb. 8. Stoff- und Wiirmeiibertragung, dargestellt im J, x-Dingramm

matisch dargcstellt. Unterhalb der Taulinie fillt Wasser
in Tropfchen aus. Man befindet sich im Nebelgebiet.
Oberhalb ist ¢in Luft-Dampf-Gemisch vorhanden. Die
Isothermen gchen, wie dargestellt, ficherformig aus-
cinander.

Stellt man sich beispiclsweise ein Stoffiibertragungs-
problem so vor, daf} an ciner gckiihlten Wand aus einem
Gemisch von trockener Luft und Wasserdampf der letz-
terc auskondensiert wird, so kann man fiir iibergehendes
Dampfgewicht den Ansatz

G'=0g (x)'— %) F kg/h (28)
machen, analog der Gl. (9). Driickt man auf Grund der
Zustandsglcichung der Gase xp’ und x,’ durch den
Druck P, P/ und P,/ und dic Gaskonstanten R’ und
R” aus, wobei sich die erstere auf den Wasserdampf,
dic zweite auf Luft bezieht, so wird

" R” Py’ P,/ N

G—"Te"(p- Py P—P.J)I' 29)
Sind dic Teildriickc Py’ und P, klein gegeniiber dem
Gesamtdruck P’, so geht Gl. (29) in (9) iiber, wenn

)
o=y I

R'T
mit T als absoluter Temperatur wird.
Ist, was fiir das technisch wichtige Gemisch Luft-
Wasserdampf der IFFall ist, k/a ~ 1, so kommt man nach
Gl. (27) zu der Bezichung von LEwis

(30)

8 Vgl. K. NESSELMANN, Die Grundlagen der angewandten Thermo-
dynamil, Springer, Berlin/Gattingen/Heidelberg 1951, S, 308.
8 M. GRUBENMANN, J,x-Tafeln fenchter Luft, Springer, Berlin 1942.
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5 =7 (31)
Sctzt man ferner fiir das spezifische Gewicht des Ge-
misches angeniithert P/R"T, d. h. das spezifische Gewicht
des Gases (Luft) ein, so folgt

o= -, (32)

cin schr cinfacher Zusammenhang. Fiir feuchte Luft ist
cp ~= 0,25, so dafl 0= 4 a wird.

Dic cinfache Bezichung (31) ist jedoch, wie ausdriick-
lich nochmals hervorgchoben werde, nur giiltig, wenn
kja =~ 1 ist, was jedesmal zu priifen ist.

In AbD. 8 sci Punkt 1 der Anfangszustand cines Ge-
misches mit der Enthalpic J,, der Temperatur ¢, und
der Feuchtigkeit x,. An der gekiihlten Oberfliiche eines
Rohres von der Temperatur ¢, durch das das Gemisch
strdmt, schliigt sich Wasser nicder und der Zustand an
der Rohroberfliche entspricht dem Taupunkt bei ¢, der
Enthalpic J, und der Feuchtigkeit x,. Die Zustands-
inderung des Gemisches geht dann angeniithert nach der
Geraden 1-2 vor sich. Wiire die Fliche unendlich grof3,
wiirde das Gemisch 1im Zustand 2 austreten. Bei endlicher
Fliache wird z. B. nur der Zustand 3 crrcicht. Aus demn
Gemisch werden also je kg trockener Luft (x, - a;) kg
Wasser ausgeschicden. Das Gemisch kiihlt sich von ¢,
auf t; ab und je kg trockener Luft ist dic Warmemenge
J.-Js abzufithren?,

Derartige J,x-Diagramme sind leicht auch fiir andere
Stoffpaare zu cntwerfen.

V. Stoffkonstanten

In den Kenngroflen zur Berechnung der technisch
wichtigen Werte fiir « und § kommen Stoffkonstanten
vor, niimlich die spezifische Warme, das spezifische Ge-
wicht, die Wirmeleitzahl und die Zihigkeit. Auf Grund
der voraufgehenden Betrachtungen wurde erkannt, dafl
dic laminare Grenzschicht mafigebend fiir den Wiirme-
und Stofftransport ist. Es sind daher fiir dic Grenz-
schicht geltende Mittelwerte cinzusetzen, also z. B. fiir
die Zahigkeit w

1 .
V= -- | vde (33)
tF—tw
tw
Indessen geniigt hiufig schon der arithmetische Mittel-
wert,

VI. Wirme- und Stoffiihergang hei freier Strémung

Im Gegensatz zur erzwungenen steht die freic Stro-
mung. Sie wird hervorgerufen durch értliche Verschie-
denheiten des spezifischen Gewichtes des stromenden
Stoffes, z. B. durch ortlich verschicdene Temperaturen
oder bei Gasen auch durch Unterschiede in den Mole-

7 Uber dic Berechnung der Flichen und Abweichung der Zu-
standsiinderung von der Geraden vgl. K. NESsELMANN, Z. ges. Kiilte-
Ind. 48, 181 (1941); E. HorMANN, Z. ges. Kalte-Ind. 29, 66 (1942).
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kulargewichten. Die Geschwindigkeit hei dieser Strd-
mung, wobei als Beispicl das Aufwiirtsstromen cines
Gascs an ciner crwarmten vertikalen Platte diene, ist
in der Regel so gering, daB3 dic Beschleunigungskriifte
vernachliissigt werden kénnen. Dadurch fillt die Rry-
NoLbssehe Kennzahl aus den’ Betrachtungen heraus,
wohingegen die Grasnorsche Kennzahl als Charakteri-
stikum der freicn Stréomung hincinkommt. Man erhiilt
also fiir den Wiirmeiibergang auf Grund von Gl. (19)

Nu= f(Pr; Gr). (34)
Auf Grund theorctischer lirwiigungen folgt

4 .
Nu=K,|/PrGr, (35)

wobei die Konstante K, je nach dem vorliecgenden geo-
metrischen System (Rohr, Platte, Rohrbiindel) ver-
schieden ist.

Entsprechend ergibt sich fiir die Stoftiibertragung
4

"ok H or. (36)

so dal} nach Division von Gl. (35) durch (36) dic Be-
zichung 4

e A I / k. (37)

wieder dic Stofliibergangszahl f auf die Wirmeiiber-
gangszahl « zuriickfiihrt.

Beziiglich der Konstanten K fiir dicse technisch we-
niger wichtige Stromungsart sei auf das cingangs er-
withnte zusammenfassende Schrifttum verwiesen.

VII. Der physikalische Mechanismus des Wiirme-
und StoffTiiherganges

Zur Berechnung der technisch wichtigen Werte fiir
dic Wiirmeiibergangszahl a und dic Stoftiihergangszahl f3
wurde bisher die Ahnlichkeitstheorie, also cine rein for-
male Mcthode, verwendet.

Is ist jedoch auch maglich, auf Grund physikalischer
Uberlegungen zum Ziel zu kommen®. Abb. 9 stellt die

Rohrwand
)V
Gronzsehont 7

Rohrachse

/
/]
hd'/ o

Abb.9. Zur Erliuterung des physikalischen Mcchanismus des Wirme-
und Stoffiiberganges
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8 K. HorMANN, Forschg. Ing.-Wes. 11,159 (1940); H. Retcuanor,
7. angew. Math. Mceh. 20, 297 (1940): IL. REtcunanoTt, Der Finfluf3
der wandnahen Stromung auf den turbulenten Wirmeiibergang, Mitt.
Max-Plank-Institnt Stromungsforsch. Nr. 3, Gottingen 1950.



112

cine Hiilfte eines durch die Rohrachse gechenden Schnit-
tes dar, wobei dic mit w bezeichnete Kurve die Ge-
schwindigkeitsverteilung zcigt, dhnlich wie Abb. 3: Die
im Zusammenhang mit dieser Abbildung angestellten Be-
trachtungen sollen nunmchr verfeinert werden.

Die im turbulenten Kern rechts von | befindlichen
makroskopischen Teilchen haben in axialer Richtung
cine mittlere Geschwindigkeit wm. Infolge der ‘'schon
frither erwihnten radialen Komponenten gelangen solche
Teilchen an den inneren Rand der Grenzschicht 0-1, wo
die Geschwindigkeit 1’ < wp herrscht. Makroskopische
Teilchen konnen in die Grenzschicht selbst nicht cin-
dringen, weil hier keine radiale Komponente vorhanden
ist. Es werden also dauernd Teilchen am Randc der
Grenzschicht abgebremst, und die in den turbulenten
Kern gelangenden Teilchen miissen heschlennigt wer-
den. Dic Menge der hin- und herwandernden Teilchen
ist maBigebend fiir den Wiirmetransport, weil die Tem-
peratur im Kern von der Temperatur in Punkt 1 ver-
schicden ist, Ist dic Temperatur im Kern z. B. hoher
als in 1, so geben die Teilchen Wiirme in Richtung der
Wand ab. Im anderen Fall ist es umgcekehrt.

Nun ist aber dic Impulsinderung der beschleunigten
Teilchen auch bestimmend fiir den Stromungswider-
stand, der jedoch wiederum aus rein stromungstech-
nischen Uberlegungen heraus berechenbar ist. Durch
dicsc Kombination gelingt die Berechnung der Wiirme-
iibergangszahl « auf Grund strémungstechnischer Be-
trachtungen, und man kommt beispiclsweise fiir den
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Wiirmeiibergang im Rohr zu einer Gleichung von der

34
Nu=0,0396 Pr — -0 (38)

141,74 Re B (Pr-1)

Form?

SinngemiiBe Uberlegungen gelten auch fiir den Stoff-
iibergang. '

Ob man dic rein formale oder die auf physikalischen
Uberlegungen basicrende Methode zur Berechnung von
a bzw. B verwendet, ist Geschmackssache. Die erstere
hat cntschieden den Vorteil, daB3 die Gleichungen zur
Zallenrechnung geeigneter sind, die zweite, daB ihr
physikalischer Inhalt befricdigender ist.

VIII. Zusammenfassung

Es wird gezeigt, daB Wirmeiibergang und Stoftiiber-
gang im wesentlichen stromungstechnische Probleme
sind. Die Bercchnung der fiir dic Praxis wichtigen
Wiirme- und Stoftiibergangszahl wird in ihren Grund-
ziigen sowohl nach der formalen Mcthode der Ahnlich-
keitstheorie als auch auf Grund physikalischer Vorstel-
lungen dargestellt. Dic Stoffiibergangszahl i3t sich, wic
chenfalls gezeigt wird, auf dic Wirmeiibergangszahl
zuriickfiihren. Fiir dic kritische Beurteilung von Wiirme-
und Stoftiibergangsproblemen, die in der chemischen
Verfahrenstechnik auf Schritt und Tritt auftauchen, ist
zur Vermeidung von Fehlschligen die Kenntnis der
physikalisch-mathematischen Grundlagen von Wichtig-
keit.

® L.PranDTL, Physik. Z. 11, 1072 (1910), und 29, 487 (1928).





