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der Variablenvektor

x=|, (1.1.10)

der «Potential»-Vektor

G

(1.1.11)

F
U
_H_

die Kyame-Matrix

VS 00
0 —S —PO

K= (1.1.12)
0 0 —PT

R 0 T
die Einheitsmatrix

1000
0100
0010
0001

(1.1.13)

6
oT B
or V_S 0 0
aT 0 —S —P 0
U 0 0 _PT
oT vV 0o 0T
on
oT |p

sowie die Matrix

00 1 0]

0001

I= (1.1.14)
1

0

000
100

Das Gleichungssystem (9) lautet demnach in Matrizen-
form

I-I@=Ky. (1.1.15)
Nach der Differenzierung von (15) und der Trennung der
zueinander zugehérigen Variablen und Potentialen folgt

140 = — (dK)y (1.1.16)

o |(E) L= (oL GE), e
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bzw.

d@ — Kdy. (1.1.17)

Die beiden Gleichungen (16) und (17) geben die vereinig-
ten Hauptgesetze der Thermodynamik wieder, wobei
die letzte Gleichung wegen ihrer Einfachheit besonders
vorteilbaft ist.

Nach der Matrizenmultiplikation bekommt man aus
(17) sofort die bekannten Beziehungen )

dG =VdP —SdT

dFF = —SdT — PdV

(1.1.18)
dU = — PdV + TdS

dH == VdP -+ TdS
Die Gleichung (17) kann auch als Ausgangspunkt fiir die

Berechnung von partiellen Ableitungen dienen. Fiir ir-
gendwelche zwei Variablea des Vektors X gilt namlich

<£) —K (ﬂ) : (1.1.19)
ox /, ox /,

und es folgt z. B. fir x = Tund y = P

0 -8

1 —s_—p”

oT

av | av as (1.1.20)
i P T2

oT oT oT

os 73S
| oT |p | T 1p

Wenn z eine dritte Variable von ¥ ist, gilt fiir die zwei-

ten Ableitungen
el
L 1.1.21
[( ¥ Jy lw ( )

bzw. im Falle nur zweier Variablen

o), ()F)
(8y x 3xy- ox [, \dy .
wobei die Gleichung (22) die bekannten Maxwellschen

Beziehungen in Matrizenform wiedergibt. Fiir das kon-
krete Beispiel (20) folgt aus (22) sofort

(o) = (e

(1.1.22)

(1.1.23)
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Das totale Differential von (1) ist durch das Skalar-
produkt
dG =gdn=(di)g (2.1.5)
gegeben. Da aber G nach Definition eine Eulersche posi-
tiv homogene Funktion der Dimension 1 ist, muf} als
Integral von (5)

G=ig (2.1.6)
gesetzt werden. Aus (5) und (6) folgt demnach unmittel-
bar

idg =0. (2.1.7)
Der Ausdruck (7) ist in der Thermodynamik als die
Gibbs-Duhem-Gleichung bekannt und verlangt fiir je-
den vom Gleichgewicht nicht zu weit entfernten Zu-
stand des Systems die Orthogonalitdt der beiden Vek-
toren. Das totale Differential des Gibbsians kann auch
als
dg =G'dn (2.1.8)
geschrieben werden, wobei wegen (4) G’ eine symmetri-
sche Matrix

T(1—1nT)]
— T2
— T3/s
Y= — T4/12 ® =
— 3T

1
—T
26 2G 26

on®  0On,0n, on, on,
26 26 26

~ on, on. ony? on, on,

G,: G,= 1 2 2 2 (2.1.9)

#2626 »G
~on,0n, dn,on, o on?

darstellt. Nach dem Einsetzen von (8) und (7) bekommt
man die bilineare Form

ARG dn=0. (2.1.10)
Da ferner fiir beliebiges dn die bilineare Form (10) gleich
Null bleiben mu8, folgt als Nullvektor

nG'=aé.

(2.1.11)

Die Vektorgleichung (11) stellt die bekannten thermo-
dynamischen Beziehungen zwischen partiellen molaren

Groflen dar.
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2.2. Die Matrix der thermodynamischen Eigenschaften

Analog der Gleichung (2.1.6) kénnen auch andere Zu-
standsfunktionen fiir Mehrkomponentensysteme als
Skalarprodukte ausgedriickt werden, wie z. B.

H=idh (2.2.1)
oder
S=ris.

(2.2.2)

Um die Werte dieser Funktionen bei verschiedenen Tem-
peraturen zu bekommen, transformiert WIEDERKEHR!!
die Vektoren g, h und s in ein Produkt einer Matrix W
und der entsprechenden temperaturabhingigen Vek-
toren, welche er durch ein Approximationsverfahren be-
rechnet. Die Gleichungen (2.1.6), (1) und (2) lauten
demnach

G:ﬁWY
H=aWx (2.2.3)
S=nWao

Die thermischen Vektoren von WiEDERKEHR haben die
folgende Gestalt

T |  1nT 1

T?/2 T

T3/3 T?/2

T4/4 G = T3/3 (2.2.4)
—T —T-22

1 0

0 | 1

wobei T in Kilograd Kelvin eingesetzt wird. Die Werte
der Elemente der Matrix

Wyp Wig +-. Wyg
Wy Wag Waq

W = (2.2.5)
W,y Wy «.. Wy

kénnen aus einer Tabelle abgelesen werden, welche eben-
falls von WIEDERKEHR fiir eine Anzahl von chemischen
Elementen und Verbindungen berechnet wurde!l.

Ein Beispiel: in einem gegebenen Moment enthilt ein
System 16 Mole Wasserdampf, 84 Mole Wasserstoff, 78
Mole Kohlenmonoxid, 6 Mole Kohlendioxid und 20
Mole Kohlenstoff. Die Temperatur betrigt 1500°K und
der Druck 2 atm. Unter der Voraussetzung, daf} die Mi-
schungsenthalpie gleich Null ist, welchen Wert hat die
Enthalpie des betrachteten Systems ?

11 R. R. V. WIEDERKEHR, J. Chem. Physics 37 (1962) 1192.
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(Null = 0, Sauerstoff = O), wenn die Regel beachtet
wird, da3 auf der Hauptdiagonale die Atome der chemi-
schen Verbindung aufgetragen sind und die Bindungen
zwischen den Atomen mit Zahlen angegeben werden.

Die chemische Thermodanymik ist zwar an der Struk-
tur der Verbindungen kaum interessiert, jedoch kann
aus der Strukturformelmatrix der Begriff des Atom-
vektors abgeleitet werden, welcher in der Stéchiometrie
eine Rolle spielt. Jede Spialtersche Matrix kann nimlich
als ein Matrizenprodukt dargestellt werden, z. B. im
Falle von HCI als

[H 1 ] [H 0 ] I 1 1 /H]
1al loalliya 1
wobei die erste Matrix des Produktes nur die Verbindung

zwischen H und Cl symbolisiert und die zweite Matrix
die Bindungsart zwischen den beiden Atomen angibt.

Nun kann auch

geschrieben werden, wodurch man zum symbolischen
Vektor der Atomarten gelangt.

3.3. Stichiometriel4

Nochmals soll das schon beschriebene homogene Sy-
stem betrachtet werden. In ihm sollen b,, b,, ..., b, unter
sich verschiedene Verbindungen vorhanden sein. Diese
Verbindungen kionnen analog 3.2 ebenfalls mittels eines
symbolischen Vektors b charakterisiert werden. Wenn
jetzt im System s Reaktionen simultan ablaufen, ist die
Stéchiometrie durch die Matrizengleichung!s

Nb=o (3.3.1)
gegeben, wobei IV die sogenannte stéchiometrische Ma-
trix und mit o der Kolonnen-Nullvektor bezeichnet ist.
(Im Falle nur einer einzigen Reaktion wird IV durch den
entsprechenden stéchiometrischen Vektor ¥ und der
Nullvektor durch den Skalar Null ersetzt.) Die Elemente
von N sind die stochiometrischen Koeffizienten v,,,
welche fiir entstehende Stoffe positiv und fiir verschwin-
dende Stoffe negativ zu zihlen sind.

Es ist nun leicht einzusehen, daf3 die Zahl der vonein-
ander unabhiingigen Reaktionen im betrachteten System
dem Rang der Matrix IV entsprechen wird. Also, mit an-
deren Worten, wird die Bedingung, daf} alle s-Reaktio-
nen unabhingig sind, durch den Rang s der Matrix ge-
geben sein.

14 R, Aris und R. H. S. Mach, Ind. Eng. Chem., Fundamentals 2
(1963) 90.

15 Vgl. z. B. W. F. GRUTTER und B. H. MESSIKOMMER, Chem. Eng.
Sei. 14 (1961) 231.
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Jede von den Verbindungen ist aus chemischen Ele-
menten zusammengesetzt. Wenn ey, e,, ..., € €s alle
Elemente sind, welche in den Verbindungen by, b,, ...,
b, vorkommen und ¢,, die Zahl der Atome e, in der Ver-
bindung b, ist, dann gilt

b=Ee, (3.3.2)
wobei E die Matrix der Atomkoeffizienten €,,und e den
symbolischen Vektor der Atomarten bedeuten.

Unter Bezugnahme auf das Erhaltungsgesetz der
Atomarten folgt aus (1) und (2)

(NE) =0 (3.3.3)
(6 entweder Nullmatrix oder Nullvektor.) Allgemein

genommen gilt r 2 q, aber auch s < (r —1). Ein Beispiel:
b, = KClOg, b, = KCl und b3 = O,

KCIO, 113][K
b=| KQ 110[[cl|=Ee. (3.34)
0, 002lLO

Der Rang von E ist in diesem Fall 2, aber der Rang von
N ist trotz der Beziehung (3) nicht ohne weiteres zu
bestimmen.

Wenn jedoch mit x, x,, ..., %, die Grammatome der im
System anwesenden chemischen Elemente und mit n,,
Ng, +.., n, die Mole der bestehenden Verbindungen be-
zeichnet werden, dann gilt

x=EFEn. (3.3.5)
Im Falle, daf} es p Beziehungen zwischen den Kolonnen
von E gibt, ist der Rang von E gleich (¢ — p). Durch (5)
werden also insgesamt (¢ — p) unabhingige Beziehungen
zwischen den n,, n,, ..., n, definiert, und es bleiben
(r —q+p) Beziehungen iibrig, welche durch die Sto-
chiometrie definiert werden sollen. Die Gibbssche Regel
der Stéchiometrie lautet demnach

s<r—q-+p. (3.3.6)

Fiir das unter (4) diskutierte Beispiel gilt s =3 — 3 + 1
= 1, also es kann nur eine unabhingige Reaktion zwi-
schen KClO,, KCl und O, existieren. Die stochiometri-
sche Gleichung (1) lautet demnach

KCIO,
[—2 2 3] KCl |=0,
00

und die Beziehung (3) ist ebenfalls befriedigt, denn es
gilt



Chimia 17 - 1963 - Dezember

113
110
002

[—2 2 3] 0.

Die Gibbssche Regel gibt nur die obere Grenze der Zahl
der unabhingigen Reaktionen an. Fiir die Einzelheiten
der Bestimmung der wirklichen Zahl der Reaktionen in
einem konkreten Fall kann z. B. auf den Artikel von
ARris und MacH!! hingewiesen werden.

3.4. Chemisches Gleichgewicht

Fiir die Berechnung komplexer chemischer Gleichge-
wichte sind, inspiriert durch die Arbeit von WHITE,
JoHNsON und DANTZIG 16, mehrere Methoden fiir die An-
wendung an Rechenmaschinen ausgearbeitet worden??.
Im folgenden soll aber die Diskussion nur auf die thermo-
dynamische Formulierung des Problems beschrinkt
werden.

Der Einfachheit wegen wird nur eine einzelne chemi-
sche Reaktion

vb=0 (3.4.1)
betrachtet8, Wenn jetzt als dimensionslose Gréfe das
Ausmaf} der Reaktion ( eingefiihrt wird, dann gilt de-
finitionsgemif

dn =vyd¢& (3.4.2)
und

&

5 = (3.4.3)

wobei ¢t die Zeit und v die Reaktionsgeschwindigkeit18
bezeichnen. Aus (2.1.5) folgt nun mittels (2) und (3)

= ve—4 (3.4.4)
bzw.
——%:—\7gv=,4v, (3.4.5)

womit A die von DE DoNDER! definierte Affinitiit der
Reaktion gegeben ist.

Die notwendige Bedingung, daf} sich die Reaktion (1)
im Gleichgewicht befindet, ist durch das thermostatische
Extremumprinzip gegeben, d. h. es muf3

Ugs =

Vg =A4=0 (3.4.6)

bzw.

—Vpv=A4v=0 (3.4.7)

16 'W. B. WHITE, S. M. JounsoN und G. B. Dantz16, J. Chem. Phy-
sics 28 (1958) 751.

17 L. M. NapaTALL, J. Chem. Physics 31 (1959) 263 und Ind. Eng.
Chem. 53 (1961) 387; G.B. DANTz1G und J.C. DEHAVEN, J.
Chem. Physics 36 (1962) 2620; H. B. LEVINE, J. Chem. Physics 36
(1962) 3049; R. G. ANTEHONY und D. M. HIMMELBLAU, J. Physic.
Chem. 67 (1963) 1080.

18 Vgl. z. B. I. PRIGOGINE, op. cit., S. 8.

19 TH. DEDONDER, L’Affinité, Gauthier-Villars, Paris 1927.
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giiltig sein. Aus (4) folgt mittels (2) und (2.1.8)
a2G dA
=——=9G 3.4.8
T ig — VGV, (3.4.8)

und die hinreichende Bedingung fiir das Bestehen des
Gleichgewichtes lautet

vG'v >0, (3.4.9)
was fiir ideale Systeme, von welchen hier die Rede ist,
immer gilt, unter der Voraussetzung, daf} die Bedingung
(6) erfiillt ist0,

Abschlieend sei noch bemerkt, dafl G eine Liapunov-
sche Funktion? ist, wie das WEI?2 hervorgehoben hat
und ihre Zeitableitung (5) als Ausgangspunkt fiir den
Aufbau der chemischen Kinetik dienen kann 12 22,

4. Fundamentale Formen der Thermodynamik

Wie Trsza 2 gezeigt hat, konnen einige wichtige ther-
modynamische Zusammenhinge in Matrizenform sehr
iibersichtlich dargestellt werden. Die dabei auftretenden
quadratischen Formen sind dann auch fiir die Diskus-
sion der thermostatischen Stabilitit von ausschlagge-
bender Bedeutung.

4.1. Die Matrizen der Legendreschen Transformationen?®:

Fiir ein geschlossenes Einkomponentensystem kén-
nen z. B. folgende zwei Gleichungen

T T
1= (55), 15+ (G )1V
oP oP (1.1
—dP = — (E>Vd5 (W)st
aufgeschrieben werden oder in Matrizenform
T S
d =Ud , (4.1.2)
—P Vv

wobei die Elemente der Matrix U mit

_2U

*U
282’ v

v 8Sav

»U
Taves e e

2U
u, o (413)

20 Vgl. J. PricoGINE und R. DEray, Chemical Thermodynamics,
englische Ubersetzung von D. H. EVERETT, Longmans, Green &
Co., London 1954, S. 217.

21 Vgl. z. B. J. LA SALLE und S. LEFscHETZ, Stability by Liapunov’s
Direct Method, Academic Press, New York 1961.

22 J. WEI, J. Chem. Physics 36 (1962) 1578.

23 L. T1szA, Ann. Physics 13 (1961) 1; vgl. auch: L. Tisza, On the
General Theory of Phase Transitions, in Phase Transformations in
Solids von SMoLUCHOWSKI, MAYER und WEYL ed., John Wiley &
Sons, New York 1951.

24 Vgl. auch H. B. CALLEN, Thermodynamics, John Wiley & Sons,
New York 1960.
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gegeben ist. Die Ableitung der Kehrmatrix 47! kann
nun auch stufenweise durchgefiihrt werden, indem je
eine Komponente der beiden Vektoren x und y aus-
getauscht wird. Eine solche Austauschoperation édndert
die Transformationsmatrix folgendermaBen: Das den
ausgetauschten Vektorkomponenten entsprechende Ma-
trixelement (Pivotelement) geht in seinen reziproken
Wert iiber, die iibrigen Elemente der Pivotkolonne wer-
den durch das Pivotelement dividiert, die der Pivot-
zeile noch mit engegengesetzten Vorzeichen vorgesehen
und die Elemente im Rest der Matrix werden dadurch
gewonnen, dafl von ihnen das Produkt der Elemente
(dem Pivot gegeniiberliegende Diagonale, geteilt durch
das Pivot) abgezogen wird.
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Zwei Matrizen konnen nur dann multipliziert werden,
wenn die Zahl der Komponenten der Zeilenvektoren
einer Matrix der Zahl der Komponenten der Kolonnen-
vektoren der anderen Matrix gleich sind, z. B.

AB=[a;] [by] = [Z %j bjk] 7 (

wobei allgemein

-]
~

AB + BA (8)

gilt. Das Produkt aus einem Zeilenvektor und einem
Kolonnenvektor wird Skalarprodukt genannt, da als
Resultat eine skalare Grif3e entsteht. Das entsprechende
Produkt aus einem Kolonnenvektor und einem Zeilen-
vektor ergibt dagegen als Resultat eine Matrix.






