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Equation de Fokker-Planck

Les premiéres théories du mouvement brownien éla-
borées dans un premier temps par SMOLUCHOWSKI® et
EinsTEIN® furent développées plus tard par UHLENBECK
et ORNSTEIN"- &9,

Une des descriptions fondamentales du mouvement
brownien est représentée par I’équation de FOKKER-
Pranck. Celle-ci peut étre dérivée a partir de la théorie
générale des marches aléatoires’".

Chaque particule exécute un mouvement qui est in-
dépendant du mouvement des autres particules. En
plus, les mouvements d’une méme particule pendant
des intervalles de temps distincts sont également mu-
tuellement indépendants.

Introduisons donc un intervalle de temps 7 qui est
trés petit en comparaison avec les temps observés, mais
qui est cependant assez grand pour que les mouvements
d’une méme particule pendant deux intervalles consé-
cutifs de durée de parcours libre 7 soient des événe-
ments indépendants 'un de I’autre.

Pour la simplicité de la démonstration, on considére
seulement le cas uni-dimensionnel o2 pendant I'inter-
valle du parcours libre 7, la coordonnée d’une particule
suivant ’axe x augmentera de A.

La distribution statistique des parcours libres w (4)
est normalisée a l'unité :

+ 00

fw(A)dA =1. (1)

Cherchons la probalilité totale P (x; t+7)-dx que la

particule se trouve a I'instant (¢ 4 7) entre les abscisses x

et (x +dx):
+ 00

P(x;t+71)dx = dfo(x——A;t)w(A)dA. 2)

On peut développer P(x, t+7) et P(x—A,t) al’aide
d’une série de TAYLOR :

oP
P(x,t+7v) = P(x,t) + T 4 eens

Ple—Ay) = Py — A4S0 4 220 . 3)
D’ou1 Pon tire :
+ 00 +
P—l—t% Foveree = wa(A)dA —%? Aw(A)dA
L —%

T A ydd—...... @)

e
L’intégral fA"w (4)dA = (A") représente le moment

statistique de déplacement A. Dans notre cas, les mo-
ments statistiques impairs sont égaux a zero. Lorsque
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on néglige dans (4) les termes supérieurs, on obtient : *

oP
—37=DAP (5)
0% 11 —
avec A = 5 et D=E;(A2).

D = constante de diffusion.

L’équation (5) représente la forme la plus simple de
I’équation de FOKKER-PLANCK (voir les références?~9).
Elle détermine la distribution de probabilité P.

La solution de I’équation de FOKKER-PLANCK se
trouve sous la forme d’une fonction gaussienne. Dans
le cas uni-dimensionnel on obtient

P(x,t) = (4w Dt)* exp (— 24 Dt). (6)

Il existe aussi une analogie entre I’équation de FOKKER-
PLANCK et I’équation de SCHRODINGER?,

En fait, ces deux équations possédent la méme forme
mathématique ; seulement, dans 1’équation de ScHRO-
DINGER, au lieu de la probabilité P se trouve la fonction
d’onde ¥. On peut aussi démontrer que le coefficient
(h/2m) est comparable avec le coefficient de diffusion D
et que le principe d’incertitude s’écrit

22 Z D2 (7

Pour lier le mouvement brownien avec la relaxation
de spin protonique, il faut appliquer la méthode de la
fonction de corrélation1l:12, Celle-ci décrit le décalage
d’une fonction aléatoire dans le temps 7 et est définie
par les expressions suivantes :

c(7) :ffx1(0)x2(T)P(x170;x2»T) dx,dx, 8)

(autocorrélation d’ensemble).

T

c(t) = Tl'l—f:o fx(t)x(t—r) dt 9)
0

(autocorrélation temporelle).

P détermine une probabilité pour qu’une variable aléa-
toire x(t) soit comprise entre x; et (x; +dx;) a 'instant
t = 0 et que a 'instant ¢t = 7 elle soit comprise entre
xy et (x4 +dx,y).

Le processus aléatoire ol ’on peut remplacer ’auto-
corrélation d’ensemble par I’autocorrélation temporelle
s’appelle ergodique. La fonction d’autocorrélation est
paire.

On constate que la fonction d’autocorrélation est une
fonction de temps. Elle caractérise alors le mouvement
brownien dans le domaine temporel. 1l est souvent im-
portant de la caractériser dans le domaine des fré-
quences, c’est-a-dire de réaliser ’analyse spectrale.

Le passage du domaine temporel au domaine spectral
est défini par le théoréme WIENER-KHINTCHINE. Selon
ce théoréme, la fonction d’autocorrélation ¢ (z) et la den-
sité spectrale J(w) sont liées ensemble a I’aide de la
transformation de FOURIER1 12
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J(w) :fc(r) cos (wt) d7. (10)
0

Présentons ici seulement deux cas spéciaux des den-
sités spectrales :

a) la densité spectrale est constante sur toute I’étendue
des fréquences (bruit blanc). La fonction d’auto-
corrélation correspondante est une impulsion de
Dirac.

b) La transformation de FouriERr de ’autocorrélation
exponentielle exp (-at) donne la raie spectrale lorent-
zienne13:

J(w) = a/(a® + w?). (11)

Interaction dipolaire

Dans le paragraphe précédent, nous avons discuté de
quelques composantes de la liaison entre le mouvement
brownien et la relaxation de spins. Il reste encore a
expliquer quelle interaction, modulée par le mouvement,
est responsable de la relaxation des spins.

Dans les systémes organiques, c’est 'interaction di-
polaire entre les protons qui influence sensiblement la
relaxation des spins. Les autres noyaux atomiques im-
portants dans les systdmes organiques n’interviennent
pas parce que leur moment magnétique est égal a zéro.

L’interaction dipolaire peut étre expliquée de la ma-
niére suivante: un proton posséde le moment magné-
tique qui produit le champ magnétique élémentaire dans
le site d’un proton voisin. Ce champ magnétique élé-
mentaire cause le changement d’énergie dans le systéme
protonique. Lorsque les distances internucléaires sont
variées dans le temps & cause du mouvement, I’énergie
du systéme posséde une composante variable dans le
temps.

Les relations énergétiques dans les systémes de spin en
présence du mouvement brownien sont déterminées 4 15,
par P'opérateur hamiltonien de spin aléatoire H, (t):

2
H,(t) — qé: FO () 40 | (12)
F9 (1) = fonctions aléatoires du temps,
49 = opérateurs agissant sur les variables du spin.

L’expression (12) décrit la modulation aléatoire de
P’interaction dipolaire.

Pour notre but recherché, il faut surtout discuter de
la fonction aléatoire F@ (z).

L’analyse détaillée de 1’interaction dipolaire démon-
trel416 que F9) (t) peut étre décritesous la forme suivante:

FO(t) = a(1-3 cos?®) = a (167/5)% Y9 (Se),

FO(t) = a(sind cosPexp (F ip) = a(87/15)% Yi(d.p),

FO(t) = a(sin?d exp (F 2ip) = a(327/15)% Y (3, 9),
(13)

avec a = 1/r; YT (9, p) = harmonique sphérique normalisée,
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1l faut remarquer que les coordonnées de position r,
$, @ sont les variables aléatoires du temps.

On va caractériser la relaxation de spin a I'aide du
temps de relaxation longitudinale T, qui était défini
par BLocH!®, parce que cette quantité est facilement
mesurable expérimentalement.

Selon BLOEMBERGEN, PURCELL et PoUND!4 et ABRA-
cAM 15, la vitesse de la relaxation longitudinale 1/T, est
liée avec la densité spectrale J (w) du mouvement brow-
nien, qui module l'interaction dipolaire par la relation
suivante :

1T, = A{J V() + JOQw)}, (14)

ott J™(w) est la transformée de Fourier de ¢ (1), la
fonction de corrélation, calculée sur la base des fonc-
tions aléatoires F("(t) définies par ’expression (13):

o)

J®(w) = f {F®(0) F®(v)} cos w d. (15)
0
Diffusion rotationnelle

Dans les paragraphes précédents, nous avons montré la
liaison entre le mouvement brownien et la relaxation de
spin a l'aide de la distribution statistique, fonction de
corrélation, et la densité spectrale. Dans ce paragraphe,
nous montrons comme exemple le mouvement brownien
rotationnel.

Prenons le cas le plus simple de la rotation isotrope
autour d’un axe de symétrie ayant comme une variable
aléatoire I'angle azimutal ¢ (t). Les autres coordonnées
sont constantes (le cas d’un rotateur aléatoire).

On peut s’imaginer que dans ce cas de rotateur brow-
nien les particules font des petites marches au hasard
le long d’un cercle avec la méme probabilité pour les
mémes directions en avant et en arriére.

Ecrivons I’équation de FoxkeR-PLANCK (5) pour le
rotateur brownien. Opérateur de LAPLACE des coordon-

nées sphériques, avec r = const, ¢ = m/2 est trés
simple :
a?
A@) = 55 (16)

La solution de I’équation de FoxkEr-PraNck donne
la distribution de probabilité pour la forme gaussienne
[voir ’expression (6)].
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Conclusion

Les études du mouvement brownien sont trés impor-
tantes pour la chimie physique organique et la bio-
chimie.

Dans cet article, on a démontré que la relaxation des
spins protoniques est un moyen intéressant sur le plan
théorique et expérimental -pour réaliser ces études.

Généralement, la relaxation des spins protoniques
refléte le caractére du mouvement a ’aide de la modu-
lation de l’interaction dipolaire, et parmi les para-
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meétres étudiés c’est le temps de relaxation longitudi-
nale T, qui convient le mieux pour ces études.

On a présenté un calcul simple pour deux types du
mouvement aléatoire: la rotation et la translation
brownienne. La comparaison de ce calcul avec les résul-
tats expérimentaux a montré que le mouvement des
molécules dans le benzéne solide est caractérisé par la
rotation, mais dans le systéme macromoléculaire (poly-
isopréne et polybutadiéne) le mouvement révéle plutét
le caractére translationnel.





