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Katalysator- 
Oberflächen, 
Makromoleküle und 
Kolloidaggregate: 
Fraktale Dimension als 
versteckte Symmetrie 
unregelmässiger 
Strukturen**

schäften geht die Strukturaufklärung vor­
aus. Struktur kann heissen Elektronen­
dichte, Bindungslängen und -winkel in ei­
nem Molekül, Elementarzelle in einem 
Kristall, Miller-Wood-Indices einer Ober­
fläche, aber auch bloss Punktsymmetrie 
(etwa im Hinblick auf Enantiomerie) oder 
Sequenz von Bausteinen (z. B. Aminosäu­
ren in Proteinen). Man strebt also typi­
scherweise nicht einen umfangreichen Ka­
talog von Atomkoordinaten an, sondern 
möchte die Beschreibung auf möglichst 
wenige, ausgezeichnete Strukturparameter 
reduzieren, und zwar aus Gründen, die 
weit über ökonomische Motive hinausge­
hen: Meistens steht im Hintergrund eine 
mehr oder minder entwickelte Theorie, die 
diesen Strukturparametern (Abstraktio­
nen) bestimmte Eigenschaften des Systems 
zuordnet. Eine wichtige Klasse von Bei­
spielen bilden Systeme, die bei bestimmten 
geometrischen Operationen in sich selbst 
übergehen, d.h. repetitive Merkmale auf­
weisen (Tabelle 1). Dort ist es (letztlich) die 
Gruppentheorie, die solche Struktur- 
Funktions-Beziehungen vermittelt und 
zeigt, wie interessierende Eigenschaften oft 
nur sehr indirekt von der Gesamtheit aller 
Atompositionen abhängen (d. h. auch, wie 
wenig unter Umständen gewonnen ist, 
wenn man diese Gesamtheit kennt).

In diesem Fortschrittsbericht wird ein 
geometrischer Strukturparameter - nicht-

Peter Pfeifer*

Traditionell werden Oberflächen als zweidimensionale, idealerweise ebene geometrische 
Mannigfaltigkeiten aufgefasst. Dieses Bild ist aber nur bedingt geeignet, wenn man chemi­
sche Prozesse auf realen, mehr oder weniger unregelmässigen, vielfach porösen Festkörper- 
Oberflächen zu verstehen sucht. Ein bekanntes Problem ist, dass die spezifische Oberfläche 
oft alles andere als konstant ausfällt, wenn die Grösse der zur Messung benutzten Ad- 
sorbtmoleküle variiert wird. Genau derartiges Zusammenbrechen von Konzepten wie 
«Länge einer Kurve» oder «Flächeninhalt einer Oberfläche» in Fällen, bei denen das Objekt 
unregelmässig über viele Längenskalen hinweg ist, führt zum Anwendungsgebiet der Geome­
trie von Objekten mit nichtganzzahliger, «fraktaler» Dimension. Dieser Aufsatz - Einfüh­
rung, Übersicht und Fortschrittsbericht einer stürmischen Entwicklung, kaum älter als zwei 
oder drei Jahre - zeigt, wie sich die Heterogenität von vielen chemisch interessierenden 
Oberflächen durch eine solche fraktale Dimension charakterisieren lässt, und wie diese 
Dimension eine Fülle von aufsehenerregenden Zusammenhängen stiftet - von Monoschicht- 
Kapazität bis zu Fernordnung von Adsorbtmolekülen, Porenverteilung, katalytischer Akti­
vität, Diffusions- und Streuprozessen an der Oberfläche. Der Schlüssel zu solch erfolgrei­
cher Beschreibung scheinbar schlecht definierter, ungeordneter Strukturen ist eine innere 
Symmetrie - Selbstähnlichkeit. Selbstähnlich und somit Eigner von fraktalen Dimensionen 
sind aber auch verknäuelte und vernetzte Makromoleküle, verzweigte Aggregate von 
Kolloidteilchen, chaotische chemische Kinetik. Wenn also dieser Aufsatz bei Symmetriebe­
trachtungen beginnt und bei ungeordneten Systemen jenseits von Oberflächen endet, so soll 
nicht zuletzt dargelegt werden, mit wie wenigen Prinzipien eine wie grosse Vielfalt von 
Phänomenen verstanden werden kann.

* Korrespondenz: Dr. P. Pfeifer
Fakultät für Chemie, Universität Bielefeld
Postfach 8640, Universitätsstrasse, D-4800 Bielefeld 1 
(Bundesrepublik Deutschland)

** Veränderte und erweiterte Fassung eines Hauptvor­
trags am 20. Symposium für Theoretische Chemie in 
Emmetten, Schweiz (23.-28. September 1984), und bei 
der Herbsttagung der Materials Research Society 
(MRS) in Boston, Massachusetts, USA (26.-30. No­
vember 1984).

1. Einleitung:
Strukturbeschreibung und Symmetrie

Am Anfang der meisten Untersuchun­
gen chemischer Probleme steht heute die 
Geometrie, die Frage nach der räumlichen 
Anordnung von Atomen und Bindungen 
in den Reaktionsteilnehmern; der Aufklä­
rung von Mechanismen, von Steuerungs­
möglichkeiten oder von Produkteigen-

Peter Pfeifer: Geboren 1946 in Zürich. 1963/64 als 
AFS-Stipendiat in St. Paul, USA. 1965-69 Chemie­
studium an der Eidgenössischen Technischen Hoch­
schule Zürich, gleichzeitig Systemanalytiker bei Sul­
zer AG, Winterthur: 1969 Diplom-Chemiker ETH. 
Als Stipendiat des Gränacher-Fonds (1970-71) 
bzw. Assistent (1971-80) am Laboratorium für 
Physikalische Chemie der ETH Zürich. Arbeiten 
über Enzymkinetik, Festkörperprobleme, Kernbewe­
gung und Symmetriebrechung in Molekülen, Quan­
tenelektrodynamik, Grundlagen der Theoretischen 
Chemie. 1980 Promotion mit der Arbeit «Chiral 
Molecules - a Superselection Rule Induced by the 
Radiation Field». 1981-82 als Research Fellow und 
Nachwuchsstipendiat des Schweizerischen National­
fonds am Fritz Haber Research Center for Molecu­
lar Dynamics der Hebräischen Universität in Jerusa­
lem. Arbeiten über quantenmechanische Stosstheo­
rie, Entropie und Irreversibilität chemischer Elemen­
tarprozesse. Seit 1982 an der Fakultät für Chemie 
der Universität Bielefeld, wo er in der Abteilung 
Theoretische Chemie die Forschungsschwerpunkte 
«Fraktale Oberflächen» und «Chaos in Quantensy­
stemen» aufgebaut hat und leitet.
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Tabelle 1. Verschiedenartige Symmetrien (Invarianzeigenschaften) und daraus resultierende Struktur-Funktions- 
Beziehungen (Spalten 4 und 5). Die letzte Zeile ist Gegenstand dieses Übersichtsartikels.

System Invarianz 
gegenüber

Zugehörige 
Strukturparameter

Anwendung Auswahlregeln

Moleküle Drehungen, 
Spiegelungen

molekulare
Punktgruppe

Spektroskopie

Reaktions­
mechanismen

Anregung und Zerfall 
von höheren Zuständen

Woodward-Hoffmann-
Regeln

perfekte Raum- Elementarzelle Leitungsbänder Energielücken
Kristalle Translation (Raumgruppe) (Metall- und 

Halbleiter- 
Katalysatoren), 
Röntgenbeugung

Bragg-
homogene Flächen- 2-dimensionale LEED Bedingung,
Metall­
oberflächen

Translation Elementarzelle (Oberflächen- 
Rekonstruktion, 
Adsorption)1'1

Auslöschungs­
gesetze

isolierte Homotopie121 für Dislokationen: mechanische u.a. Kombination und
Defekte in Burgers-Vektoren Eigenschaften von Annihilation
geordneten 
Medien

(allgemein:
Homotopie-Gruppe)

Kristallen und
Flüssigkristallen

von Defekten

heterogene Dilatation fraktale vgl. diese Skalengesetze
Oberflächen1“1, 
Aggregate etc.

(Selbst­
ähnlichkeit)11’1

Dimension Übersicht

W Nichtisolierte Defekte.
M Bei kritischen Fluktuationen (Phasenübergänge) ist diese Invarianz unter dem Namen Renormierungsgruppe 

bekannt.

ganzzahlige oder fraktale Dimension - 
vorgestellt, der (vgl. Tabelle 1) mit anderen 
Parametern gemeinsam hat, dass er auf ei­
ner Symmetrieeigenschaft des Systems be­
ruht, der aber in seinem Anwendungsbe­
reich völlig neuartig, diametral zu allen 
herkömmlichen Strukturbeschreibungen 
ist: Objekte mit solch nichtklassischer, 
kontinuierlicher Dimension D haben in­
trinsisch unregelmässige Form (siehe z. B. 
Fig. 2), und die Dimension ist genau das 
Mass für diese Unregelmässigkeit. So ist 
eine 2.8-dimensionale Oberfläche von po­
rösem A12O, (Fig. 5) viel unregelmässiger 
als die 2.2-dimensionale Oberfläche des 
Lysozym-Moleküls (Fig. 12); Kettenpoly­
mere in einem guten Lösungsmittel 
(D = 5/3) sind ähnlich ungeordnet wie 1.7- 
dimensionale Kolloid-Aggregate (Tabelle 
3).

Das Wort «fraktal» (fractal) stammt 
von MandelbrotP1, der gefunden hat, dass 
die in der Mathematik seit über 50 Jahren 
vorrätige Verallgemeinerung des Dimen­
sionsbegriffs auf nichtganzzahlige Werte 
(dort Hausdorff-Dimension genannt) eine 
vortreffliche Beschreibung von Phänome­
nen wie Brownsche Bewegung, hydrody­
namische Turbulenz, Chaos in dynami­
schen Systemen, biologische Strukturen, 
Geomorphologie bis hin zur Massenvertei­
lung im Universum ermöglicht; dass ma­
thematische Konstruktionen wie nicht rek­
tifizierbare, nirgends differenzierbare Kur­
ven1'1 aufschlussreiche Modelle für eine 
entsprechende Vielzahl von natürlichen 
Formen sein können. Man kann also die 
Mathematik der «Fraktale» als Kreu­
zungspunkt der Disziplinen Analysis1*’1, 
Geometrie und Gruppentheorie umschrei­
ben, und es ist Mandelbrot, der damit den 
Weg bereitet hat für die zahlreichen An­
wendungen, die in jüngster Zeit Einzug in

[*]Das erste bedeutet, dass die Kurve in jedem endli­
chen Bereich unendliche Länge hat; das zweite, dass sie 
aus lauter Eckpunkten besteht, also in keinem Punkt 
eine Tangente besitzt. Für ein Bild sei der neugierige 
Leser auf Fig. 3 verwiesen.

[**]Etwa im Sinne einer verallgemeinerten Fourier- 
Analyse (vgl. Abschnitt 3), aber auch der Masstheorie.

[***]In der Theorie dynamischer Systeme spricht man 
auch von «Ordnung im Chaos»151.

die Naturwissenschaften gehalten haben 
(vgl.141 und Tabelle 3 unten) und von deren 
chemischen Beispielen hier die Rede sein 
soll. Die bestechende Konsequenz ist, dass 
Unregelmässigkeit als Symmetrieeigen­
schaft verstanden werden kann1”’1, und 
dass es ein wohlentwickeltes Kalkül gibt, 
um entsprechende Struktur-Funktions-Be­
ziehungen - zumeist in Form von nichts 
Komplizierterem als einem Potenzgesetz - 
zu gewinnen.

Fraktale Oberflächenchemie und Kata­
lyse sind thematischer Schwerpunkt dieses 
Beitrags. Andere fraktale Objekte werden 
sich aber als wichtige Ingredientien und 
Bezugspunkte herausstellen. Der Plan 
sieht vor: Abschnitt 2 resümiert die Bedeu­
tung heterogener Oberflächen und wirft 
eine Reihe von Fragen auf, zu denen die 
fraktale Dimension reichhaltige Antwor­
ten geben wird (speziell in Abschnitt 6). 
Der Begriff dieser Dimension, wichtigste 
Eigenschaften und natürliche «Lagerstät­
ten» werden in Abschnitt 3 erklärt. Ab­
schnitt 4 zeigt anhand ausgewählter, neu­
ester Beispiele (Katalysatoren), wie die 
fraktale Dimension von Oberflächen aus 
Adsorptionsexperimenten bestimmt wer­
den kann, und gibt Interpretationen. Ab­
schnitt 5 behandelt alternative Zugänge

wie Kleinwinkel-Röntgenstreuung und 
Porengrössen-Verteilung. Eng verknüpft 
mit letztgenannter sind Transport- und ki­
netische Fragen, denen Abschnitt 6 nach­
geht. Er stellt ein Paradestück fraktaler 
Struktur-Funktions-Beziehungen dar. 
Schliesslich macht Abschnitt 7 (Ausblick) 
deutlich, wie die fraktale Dimension auch 
die Vorgeschichte der betreffenden Struk­
tur widerspiegelt und somit Einsicht in 
sonst schwer zugängliche Reaktions- oder 
Entstehungsmechanismen (auch Steue­
rungsmöglichkeiten) zu geben vermag.

2. Heterogene Oberflächen
Oberflächenchemie ist grundsätzlich, im 

Gegensatz zur Chemie in fluider Phase, 
durch anisotrope Reaktionsbedingungen 
gekennzeichnet: Die Bewegungsfreiheit 
von Reaktanden an der Oberfläche ist rich­
tungsabhängig eingeschränkt1’1; Bindungs­
verhältnisse, Konformation und Solvat- 
hülle werden durch die Oberfläche einseitig 
verändert; usw. Die Oberfläche erzeugt 
also ein Umfeld, sozusagen eine «Giess­
form», für sehr spezifische Reaktionsab­
läufe. Diese Spezifität hängt von der che­
mischen (elektronischen) und topographi­
schen Oberflächenbeschaffenheit ab. Ja, 
häufig sind diese zwei Einflüsse überhaupt 
nicht trennbar1”1; häufig ist das Ideal einer 
ebenen (homogenen) Oberfläche die denk­
bar schlechteste Voraussetzung für den in­
teressierenden Prozess (und damit auch für 
dessen Verständnis). Entscheidend an un­
regelmässige, heterogene Oberflächen ge­
knüpft sind beispielsweise:
- Wachstum von kristallinen und amor­

phen Materialien (Epitaxie, Mikroelek­
tronik, Rauchpartikeln, Nierensteine);

- Katalyse (eine instruktive Aufteilung in 
einen chemischen und einen topographi­
schen Faktor - Aktivierungsenergie E3 
und Stosszahlfaktor k0(T) - ergibt sich 
aus der Arrhenius-Gleichung für die Ge­
schwindigkeitskonstante,

k(r) = k0(T)exp(-EJ(RE)):

[*]  Bewegungsfreiheit und Freiheitsgrade sind eng ver­
knüpft mit Dimension. Man sieht also schon hier Um­
risse eines Zusammenhangs zwischen Zerklüftungs­
grad der Oberfläche (der die Bewegungsfreiheit fest­
legt) und Dimension. In Abschnitt 3 wird dieser Zu­
sammenhang allerdings ohne Rückgriffe auf irgend­
welche Dynamik hergestellt.

[**]So  gibt es Oberflächenatome mit Koordinations­
zahl < 8 eines Pt-Kristalliten nur an Kanten, Stufen 
etc. Bei der Aufteilung in Aktivierungsenergie £a und 
Stosszahlfaktor k^T) (siehe Stichwort Katalyse) führt 
eine solche Bedingtheit der elektronischen Struktur 
durch die Topographie dazu, dass man Ea und ka(T} 
nicht unabhängig voneinander «maßschneidern» 
kann. Ein Beispiel ist der Kompensationseffekt161, wo 
eine Änderung der Oberflächengestalt eine gleichsin­
nige Änderung von k^T) und £a bewirkt, etwa auf­
grund einer Kombination der in Fig. la und 1c darge­
stellten Effekte. Eine andere Art von Kompensations­
effekt wird im Anschluss an Gleichung (16) beschrie­
ben.
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Ea hängt von der chemischen Natur der 
aktiven Oberflächeneinheiten, von der 
Art des Edukt-Oberfläche-Komplexes 
ab; kfT) hängt ab von der topographie­
gegebenen Anzahl dieser Einheiten, von 
den Bewegungsmodi der Edukte und 
Produkte an der Oberfläche (vgl. Fig. la 
und 1b) usw.);

- Korrosion und andere Auflösungsvor­
gänge (auch von Medikamenten);

- Galvanische Prozesse (Metall- 
Schwämme, Elektroden-Charakteristi- 
ken);

- Oberflächenverstärkte Raman-Spektro­
skopie;

- Biokatalyse (Enzym-Substrat-Wechsel­
wirkungen, immobilisierte Enzyme);

- Oberflächenreiche Adsorbentien (Chro­
matographie, Katalysator-Träger)ri ;

- Stofftrennung mit Molekularsieben, po­
rösem Glas, porösen Membranen171;

- Effizienz von elektronischen Schaltele­
menten (Defekte begünstigen lokali­
sierte elektronische Zustände und starre 
magnetische Bezirke);

- Adhäsion und Tribologie.

Für jedes dieser Phänomene möchte 
man also ein quantitatives Mass für Ober- 
flächen-Irregularität, welches mit den je­
weiligen Prozessvariablen in Beziehung ge­
bracht werden kann. Einige solche topo­
graphie-empfindliche Variablen (und da­
mit verbundene Probleme) sind in Fig. 1 
aufgeführt. Das Beispiel der katalytischen 
Oxidation von CO an Pt zeigt, dass durch­
aus mehrere gleichzeitig bestimmend sein 
können: Der Diffusion auf der bzw. hin 
zur Oberfläche entspricht der klassische 
Langmuir-Hinshelwood- bzw. Eley-Ri- 
deal-Mechanismus,

CO(ads) + O(ads) -> CO. bzw. 
CO(g) + O(ads) -» CO2

QOOOO
/////////////////

(zum Status der beiden Mechanismen un­
ter verschiedenen Bedingungen vgl.[6a,sl); 
die wesentliche Rolle der Kantenplätze 
wird in Abschnitt 4 erläutert; und dass die 
Reaktion bei höherer Temperatur über 
eine flüssige Monoschicht verläuft (wie all­
gemeiner in191 diskutiert), wird in1'01 gezeigt.

Herkömmliche Rauhigkeitsmasse tau­
gen aber wenig für die anstehenden Fra­
gen: Denn sie modellieren Unregelmässig­
keit als Störung einer homogenen Oberflä­
che, als isoliertes Ereignis auf der Skala 
aller Längen (Beispiel: Sägezahn-Profil1111) 
- während in der Praxis Unregelmässigkeit 
sich über einen ganzen Bereich von Längen 
erstreckt und somit Variablen wie in Fig. 1

[*]Wie zerklüftet eine leistungsfähige Kieselgel-Ober­
fläche ist, illustriert folgendes: Um wie Kieselgel eine 
spezifische Oberfläche von 1000 m2/g anbieten zu kön­
nen, müsste Quarz zu einem Pulver von 11 Ä Teilchen­
radius zerkleinert werden. Typische Krümmungsra­
dien für Kieselgel sind also < 11 Ä.

Fig. 1. Unterschiedliche Eigenschaften von homogenen und heterogenen Oberflächen. - (a) 
Transport auf/entlang der Oberfläche: Die Oberflächendiffusion wird durch Zerklüftung 
verlangsamt (kleinere Reichweite innerhalb gleicher Zeit).- (b) Transport hin zur Oberflä­
che: Diffusionskontrollierte Reaktionen, z.B. lonentransport zu einer Elektrode, verlaufen 
schneller an der rauhen Oberfläche. - (c) Verteilung aktiver Zentren (Katalyse): Kanten, 
Knicke etc. stellen energiereichere Reaktionszentren zur Verfügung als Plätze mit der 
normalen Anzahl freier Valenzen (Beispiel für ausschliessliche Katalyse an Kanten: 
MoSy'-'). - (d) Phasenübergänge in Monoschichten: Auf zerklüfteten Oberflächen existie­
ren andere Nachbarschaftsverhältnisse und somit Wechselwirkungen zwischen adsorbierten 
Molekülen als in der Ebene (zu Phasenübergängen auf Kanten bzw. fraktalen Strukturen 
vgl. l'3ai bzw.,I3bI). ~ (e) Orientierung adsorbierter Moleküle: Ein grosser bzw. kleiner 
Molekülquerschnitt o auf einer ebenen bzw. zerklüfteten Oberfläche kann dieselbe Molzahl 
n pro Monoschicht ergeben, d. h. die Orientierung (er) ist nicht durch alleinige Messung von 
n erhältlich. - (f) Monoschicht-Kapazität: Für heterogene Oberflächen ist die spezifische 
Oberfläche eine schlechte Kenngrösse, da sie von der Grösse des Maßstab-Moleküls abhängt 
(genau darauf wird Abschnitt 4 aufbauen).
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auf maximal «polydisperse» Weise kon­
trolliert. Eine realistische Beschreibung 
sollte deshalb Unregelmässigkeit als rekur­
sive, globale Eigenschaft ansetzen. Genau 
dies tut die fraktale Dimension.

Fig. 2. Veranschaulichung des Zusammenhangs zwischen Unregelmässigkeit und Dimen­
sion: Je erratischer, um so flächenfüllender sind die Kurven. Gezeichnet sind die Graphen der 
Funktion

f(x)= I [~ (t)D-2Jksin[(tflXJ 
k= — co

für die Parameterwerte (a) D = 1.5, (b) D = 1.8 und (c) D = 1.99 (Quelle:1141; dort wird 
auch gezeigt, dass das erratische Verhalten selbstähnlich ist, d.h. sich in jedem noch so 
kleinen x-Intervall wiederholt). Bemerkenswert ist, dass eine Berechnungsvorschrift bar 
jeglichen Zufallselementes zu einem Funktionsverlauf mit perfekt stochastischer Kompo­
nente führen kann. Das gibt einen Eindruck davon, wie auch deterministische Bewegungs­
gleichungen chaotische Dynamik hervorbringen können[5].

3. Fraktale Dimension, Selbstähnlichkeit
Es ist nützlich, den Zusammenhang zwi­

schen Unregelmässigkeit und Dimension 
eines Objektes1*1 zunächst intuitiv zu erfas­
sen. Fig. 2 zeigt die Graphen der sogenann­
ten Weierstrass-Mandelbrot-Funktion für 
drei Werte des Parameters D (vgl. Le­
gende). Die Kurven stellen ein und das­
selbe «Signal» unter drei verschiedenen 
Rauschbedingungen dar. Der wesentliche 
Aspekt ist, dass die Graphen mit wachsen­
dem Rauschpegel, d.h. mit zunehmender 
Unregelmässigkeit der Kurven, immer 
schwärzer werden. Im letzten, weissem 
Rauschen sehr nahen Fall füllt die Kurve 
faktisch eine Fläche, ist sie nicht mehr un­
terscheidbar von einem zweidimensionalen 
Objekt. Das bedeutet, dass die drei Kurven 
als aufsteigende Zwischenglieder zwischen 
einem Geradenstück, das Dimension eins 
hat, und einem Flächenstück, das Dimen­
sion zwei hat, aufgefasst werden können. 
Es erscheint daher ganz natürlich, den 
Kurven entsprechend zunehmende Di­
mension zwischen eins und zwei zuzuord­
nen.

Die fraktale Dimension leistet diese In­
terpolation durch ebensolches Abfragen 
der raumfüllenden Tendenz des Objekts, 
und zwar durch Zerlegung in sukzessiv 
kleinere Merkmale. Die bekannteste Zerle­
gung nach immer kleineren «Wellenlän­
gen» ist die Fourier-Analyse von Funktio­
nen, und in der Tat sind es Fourier-Eigen­
schaften von fraktalen Funktionen111141, 
die zeigen, dass der Parameter D in Fig. 2 
nichts anderes als die fraktale Dimension 
der jeweiligen Kurve ist. Im allgemeinen ist 
aber eine Kurve, Fläche usw. nicht als (ein­
wertige) Funktion von irgendwelchen Abs­
zissen darstellbar, und man kann nicht 
mehr in Planwellen zerlegen.

Stattdessen fragt man dann - viel einfa­
cher - nach der Anzahl N(r) von Kugeln 
mit dem Radius r, die man braucht, um das 
Objekt zu überdecken (überdecken heisst, 
dass jeder zum Objekt gehörige Punkt in 
wenigstens einer dieser, im allgemeinen 
sich überlappenden Kugeln liegt). Man ap­
proximiert also das Objekt durch TV(r) pas­
send angeordnete Kugeln mit dem Radius 
r. Ist das Objekt ein Geradenstück, Qua­
drat oder Würfel, so gilt

Länge der Geraden .
N(r)*---- ---------------------- r~'

2r

Fläche des Quadrats ,~-------- - --------- -  2

Volumen des Würfels _3
(4n/3)r3
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N(r) ~ r~D (1)

(für hinreichend kleine r), mit nicht not­
wendigerweise ganzzahligem D, so heisst 
D die fraktale Dimension1**1 des Objekts. D 
misst also, wie stark die Kugelanzahl N(r) 
mit kleiner werdendem Radius r wächst; je 
grösser D, um so unregelmässiger das Ob­
jekt. Eine ähnlich anschauliche Weise, die 
raumfüllende Tendenz und damit D zu 
messen, besteht darin, dass man konzentri­
sche Kugeln um einen ausgewählten Punkt 
des Objekts legt und die Masse (in der Ma­
thematik: Hausdorff-Mass) M(l) be­
stimmt, die von einer Kugel mit dem Ra­
dius l ausgeschnitten wird; für abnehmen­
des l gilt sodann

[*]Das Wort «Objekt» wird im allgemeinsten Sinne 
verwendet. Es kann eine Kurve (auch verzweigt), Flä­
che, aber ebenso eine nicht zusammenhängende Menge 
bezeichnen.

[**]Im Gegensatz zur topologischen Dimension Dlop, 
die nur ganzzahlige Werte annehmen kann. Fraktale 
im eigentlichen Sinne sind Objekte mit D > Dtop.

M(l)~P (2)

(ein einfacher Beweis für die Äquivalenz 
der Gleichungen (1) und (2) ist in191 zu fin­
den).

Die Relationen (1) und (2) sind schon 
der Grundstock für viele Anwendungen: 
Tabelle 2 nimmt einige der Methoden vor­
weg, mit denen man in Tabelle 3 aufge- 
führte Dimensionen erhält. Sie nimmt vor­
weg, dass Überdeckungen auch mit ande­
ren «Referenz-Maßstäben» (oder Sonden) 
als Kugeln möglich sind, dass Masse in 
sehr verschiedenartigen Einheiten gezählt 
werden kann, und dass die Potenzgesetze 
(1) und (2) nicht nur obere (durch die endli­
che Objektgrösse bedingte), sondern in der 
Praxis auch untere, z. B. atomare Gültig­
keitsgrenzen haben.

Solcher Spielraum und (damit zusam­
menhängend) andere angekündigte Eigen­
schaften, vor allem die Selbstähnlichkeit, 
sollen im folgenden an einem maximal ex­
pliziten Beispiel sichtbar gemacht werden. 
(Hier gilt vielleicht noch mehr als für an­
dere Symmetrien (Tabelle 1), dass ausge­
wählte Beispiele praktisch stellvertretend 
für die ganze Theorie sein können131.) Das 
Beispiel, Fig. 3, ist eine Kurve, die das Pro­
fil einer zerklüfteten Oberfläche model­
liert. Durch Abzählen der Kugeln in Fig. 3 
findet man

A(l) = 1

d. h. die Dimension erscheint als Exponent 
des Potenzgesetzes, das die r-Abhängigkeit 
von N beschreibt. Gilt allgemeiner

und durch Vergleich mit Gleichung (1) also 
die Dimension D = In 4/ln 3 = 1.26 für 
diese Kurve. In der Tat kann man hier weit 
mehr als nur von Grund auf das Vorliegen 
einer gebrochenen Dimension sehen:

1) Der Ausdruck N(r)-2r ist offensicht­
lich die Länge der Kurve gemessen in 
Schritten der Länge 2r, und strebt für r ->0 
gegen die absolute Länge der Kurve. Für 
D>1 divergiert aber N(r)-2r wie r’-D, 
d. h. eine fraktale Kurve hat keine endliche 
Länge. Analog hat eine fraktale Fläche 
keinen endlichen Flächeninhalt. Wie Fig. 3 
zeigt, rührt dies daher, dass die Kurve per 
Konstruktion Struktur bei allen Längen 
hat, dass sie auch bei noch so kleinen Län­
gen nicht glatt wird. (Somit wird auch an­
schaulich, dass die Kurve in keinem Punkt 
eine Tangente besitzen kann.) In der Praxis 
gibt es solche Fortsetzung ins Infinitesi­
male natürlich nie, sondern Unregelmäs­
sigkeit hört stets irgendwann auf, im Klei­
nen wie im Grossen. Die zugehörigen 
Grenzen des Potenzgesetzes (1) bezeichnet 
man als inneren und äusseren «Cutofif».

Tabelle 2. Verschiedene Implementierungen der Gleichungen (1) und (2). In den Abschnitten 4, 6 und 7 wird auf 
einige davon zurückgegriffen. Die Proportionalitätsfaktoren in (1) und (2) sind implementierungsabhängig, der 
interessierende Exponent D dagegen nicht.

Objekt Identifikation von als Anzahl

Oberfläche

N(r)

M«)

Adsorbtmoleküle (Radius r oder
Querschnitt ~ r2) pro Monoschicht

Adsorptionsplätze im Umkreis / eines 
vorgegebenen Platzes1“1

Oberflächenprofil, 
Kettenpolymer, 
Molekültrajektorie 
in Flüssigkeit

Wr) Schritte der Länge 2r, um die Kurve 
abzuschreiten

Seltsamer Attraktor u.a.m. #W
nichtleerer Zellen (Seitenlange r) eines 
über das Objekt gelegten Gitters

Ketten-, verzweigtes oder j 
vernetztes Polymer, ! 
dendritisches Aggregat )

M(.l)
Monomere bzw. Primärteilchen im
Abstand ^ / vom gewählten 
Zentrum w

W Wenn kleine Objektexemplare im wesentlichen gleich typischen Fragmenten eines grossen Exemplars sind (z.B. 
bei Polymeren), kann man M(l) auch mit der Gesamtanzahl Adsorptionsplätze, Monomere etc. identifizieren, 
die ein Objekt mit Durchmesser 2/ oder Gyrationsradius / enthält.

Die Abstraktion «fraktal» ist dann von ge­
nau derselben Art wie die Abstraktion 
«planar» für ein Objekt, das über einen 
mehr oder weniger grossen Bereich von r 
der Beziehung (1) mit D = 2 gehorcht: Fol­
gerungen aus der Fraktalität sind in diesem 
Fall einfach an entsprechende endliche In­
tervalle der jeweiligen Variablen geknüpft 
(endlich im Sinne, dass nur endlich viele 
Grössenordnungen überstrichen werden). 
Oft geht es sogar nur darum, dass eine 
problemspezifische Länge gut zwischen in­
nerem und äusserem Cutoff liegt. Beispiel: 
Wird monochromatisches Licht an der 
Oberfläche in Fig. 3 gestreut, so ist es un­
wesentlich, ob der innere Cutoff = 0 oder

einfach viel kleiner als die Wellenlänge des 
Lichts ist.

2) Die Ursache dafür, dass N(r) für r ->0 
schneller als r 1 wächst, ist - wie bereits 
erwähnt - das Vorhandensein von Struk­
tur bei allen Längen. Dass dieses schnellere 
Wachstum einem Potenzgesetz folgt, rührt 
daher, dass die Struktur bei allen Längen 
dieselbe ist (für Konstruktionen, wo das 
nicht zutrifft, vgl.pcI, p. 148). Tatsächlich 
schneidet jede der Kugeln in Fig. 3 ein per­
fektes verkleinertes Abbild der Gesamt­
kurve aus. Also spiegelt das Resultat (3) 
wider, dass die Kurve aus m = 4 Stücken 
besteht, wovon jedes eine Verkleinerung 
der ganzen Kurve auf X = f der ursprüngli­
chen Grösse ist, und dass demzufolge (!) 
jedes dieser 4 Stücke sich seinerseits aus 4 
Kopien der Grösse 5 der ursprünglichen 
Kurve zusammensetzt, usw. Diese Art von 
Symmetrie, bei der das Ganze geometrisch 
ähnlich seinen Teilen ist, heisst Selbstähn­
lichkeit und ist einer der Angelpunkte der 
fraktalen Geometrie. Sie erzeugt eine nicht 
abbrechende Hierarchie von identischen 
Strukturmerkmalen; sie bewirkt, dass das 
Objekt bei allen Vergrösserungen gleich 
aussieht (Dilatationsinvarianz). Wie lei­
stungsfähig der Begriff ist, verdeutlicht

nochmals Gleichung (3): Es sind genau die 
Selbstähnlichkeitszahlen m = 4 und X = j 
(vgl. auch die Konstruktionsvorschrift für 
die Kurve), die über die Gleichung

m XD = 1 (4a)

die Dimension D = In 4/ln 3 festlegen. All­
gemeiner: lässt sich ein Objekt in m Teile 
zerlegen, wovon der i-te eine Verkleine­
rung des Objekts auf den Bruchteil X, der 
ursprünglichen Grösse ist (i = 1,..., m), so 
ist D gegeben durch
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Fig. 3. Abfragen eines Oberflächenprofils («fraktaler Sägezahn») mit immer kleineren 
Maßstäben. Gezeigt sind die Uberdeckungen mit Kugeln vom Radius r = 1/3 und r = 1/9 
(der Abstand zwischen Kurvenanfang und -ende ist 2) sowie dazu äquivalente Bedeckungen 
der Oberfläche mit adsorbierten Molekülen, schematisch dargestellt als Balken. Die Kon­
struktion der Kurve ist einfach: Man beginnt mit einer Basisgeraden der Länge 2, errichtet 
über der linken und unter der rechten Hälfte je ein gleichschenkliges Dreieck (Schenkellänge 
2/3), und eliminiert die Basisgerade wieder. Damit hat man ein Geradenstück der Länge 2 
ersetzt durch einen Sägezahn, bestehend aus vier Geradenstücken, jedes mit der Länge 2/3. 
Dieses Prinzip wird iteriert: Im zweiten Schritt wird jedes der vier Stücke mit der Länge 2/3 
ersetzt durch einen Sägezahn aus Stücken mit der Länge 2/9; im dritten Schritt werden 
Zähne mit der Seitenlänge 2/27 erhalten; usw. Zahlreiche analoge Kontraktionen findet 
man in den Büchern von MandelbrotP1.

m

E ^ = 1 (4b)
i= 1

([3clp. 56,11511*1). Für Modelle wie in Fig. 3, 
8a und 10 reduziert sich somit die Dimen­
sionsbestimmung auf simple Inspektion. 
Schliesslich: Selbstähnlich und daher der 
Beziehung (4) genügend sind auch ein Ge­
radenstück, ein Quadrat usw.! So lässt sich 
ein Quadrat mit der Seitenlänge 1 in 
m = 1 /X2 Quadrate der Seitenlänge X un­
terteilen, mit X. = |, |, |,...; ja, hier erkennt 
man besonders deutlich, wie sich die Glei­
chungen (1) und (4a) gegenseitig bedingen.

(6) auf polydisperse Pulver), dass für D-dimensionale 
Objekte Längenmittel als Mittelwerte der Ordnung D 
zu nehmen sind (vgl. auch Gleichung (2)).

[*] Dies im Einzelfall zu explizieren, ist eine der vorneh­
men Aufgaben der Theorie. Die andere wichtige (kom­
plementäre) Frage ist die nach den Gesetzmässigkeiten, 
mit denen die Natur fraktale Strukturen überhaupt 
erzeugt (Abschnitt 7). Dort kommt die statistische Me­
chanik besonders zum Zug.

[**] In fast allen Fällen ist das die Dimension der Ober­
fläche; dann ist 2 < D < 3. D<2 kann aber vorkom­
men, wenn Moleküle selektiv nur an einer bestimmten 
Teilmenge der Oberfläche (z. B. Kanten) adsorbiert 
werden. Dann ist (wie beim Beispiel Pt, vgl. Abschnitt 
4.3) D die Dimension dieser Teilmenge statt der Ober­
fläche als Ganzes.

[*]  Man kann Gleichung (4b) auch durch passende Mit­
telung der kj aus Gleichung (4a) herleiten. Das ergibt 
die Regel (z. B. für die Übertragung des Potenzgesetzes

3) Aus dem Zusammenhang (4) zwi­
schen Dimension und Selbstähnlichkeit 
folgt, dass D nur davon abhängt, wie rasch 
sich die Unregelmässigkeiten bei zuneh­
mender Auflösung vervielfachen (wieder­
holen), nicht aber davon, welche Form sie 
selbst haben. (Insbesondere können also 
verschiedene Objekte gleiche Dimension 
haben; ein Beispiel dafür sind die Kurve in 
Fig. 3 und die vielzitierte Koch-Kurve131). 
Dies zeigt, dass das Potenzgesetz (1) nicht 
strikte Selbstähnlichkeit erfordert, dass 
Selbstähnlichkeit im statistischen Sinne ge­
nügt: Ausschlaggebend ist nicht, was in 
Fig. 3 eine Kugel mit dem Radius r im 
Detail enthält, sondern nur, dass ihr Inhalt 
bei der Überdeckung mit kleineren Kugeln 
(Radius Xr) im Mittel m=l/XD Stück 
(Gleichung (4a)) davon erfordert. So ver­
allgemeinerte Selbstähnhchkeit (und nur 
diese kann man in der Natur erwarten) ist 
notwendig und hinreichend für die Gültig­

keit von Gleichung (1); die Cutoffs be­
zeichnen, wo sie beginnt und aufhört. Die 
Irrelevanz der spezifischen Einzelgestalt 
(lokale Form) der Unregelmässigkeiten 
hat weitere Folgen: Es ist sie, die alle die 
Varianten der Dimensionsbestimmung in 
Tabelle 2 ermöglicht (Fig. 3 gibt ein unab­
hängiges, nichtstatistisches Beispiel dafür); 
die garantiert, dass D eine globale Eigen­
schaft (Unregelmässigkeitsbeschreibung 
über viele Grössenordnungen) einschliess­
lich der Stabilität gegenüber Strukturfluk­
tuationen ist. Damit erhält die fraktale 
Dimension auch eine statistisch-«mechani- 
sche» Komponente, und es sind in der Tat 
wohldefinierte Parallelitäten zur statisti­
schen Thermodynamik19, "■iq, die der frak­
talen Beschreibung eine ähnliche Univer­
salität verleihen. In der Breite ist diese Uni­
versalität durch Tabelle 3 dokumentiert. In 
der Bedeutung, dass - für eine gegebenes 
System - alle Unregelmässigkeitseffekte in 
führender Ordnung durch nichts mehr als 
D bestimmt sind (Skalengesetze) ^ wird sie 
in den folgenden Abschnitten erläutert. 
Die Skalengesetze, d. h. dass die Exponen­
ten solcher Unregelmässigkeitseffekte 
nicht unabhängig voneinander sind, ent­
sprechen den gruppentheoretischen Aus­
wahlregeln in Tabelle 1.

4. Fraktale und subfraktale Katalysator­
oberflächen

Das experimentelle Kernstück fraktaler 
Oberflächenchemie ist der Befund[11,16-43> ^^ 
dass für umfangreiche Mengen von Ad­
sorptionsdaten die Potenzgesetze

« ~ er - D^2 (5)

« ~ kD"3 (6)

gültig sind. Diese beschreiben, wie n, die 
Anzahl Mole Adsorbt pro Monoschicht 
und Gramm Adsorbens, abhängt von der 
Grösse des Adsorbtmoleküls (Quer­
schnittsfläche a) bzw. von der Grösse der 
Adsorbenspartikeln (effektiver Radius R, 
definit gewähltes Adsorbt). D ist die frak­
tale Dimension des jeweiligen Adsor­
bens1”1. Gleichung (5) ist die Erweiterung 
von Zeile 1 in Tabelle 2 auf nicht kugelför­
mige (aber einander geometrisch ähnliche) 
Moleküle. Gleichung (6) entspricht Zeile 2 
in Tabelle 2 (Fussnote) und setzt voraus, 
dass Adsorbensteilchen im wesentlichen
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Tabelle 3. Fraktale Objekte in der Natur. Viele sind Beispiele für «schlecht kondensierte Materie» und zeigen, wie 
wohldefiniert solche sein kann. Viele entsprechen (eventuell sich selbst überschneidenden) räumlichen Kurven und 
können somit durchaus die Dimension D > 2 haben.

Objekt1“1 D
Küstenlinien131 « l^H
Landschaften131 ss 2.2 [bl
Wolkenoberflächen (experimentell1171 wie auch nach der Theorie der Turbulenz1181) 2.35
Dendritische Strukturen in der Ebene (Blitze1191, elektrolytische Zn-Abscheidungen [201, 
Aggregate von kolloidalen Au-Teilchen1211, viskose Finger1221, mikrobiologische 
Wachstumsformen1231) lcl

ss 1.7

Dendritische Aggregate im Raum (elektrolytische Cu-Abscheidungen1251, pyrogene 
SiO2-Kolloidagglomerate1261, Immunoglobin-Koagulate1271)lcl

2.1-2.5

Cluster von kolloidalen Pb-Teilchen auf Ge (Perkolation in der Ebene)1281 1.9
Vernetzte Polymere, Gele (Perkolation im Raum)12,1301 2.5
Verzweigte Polymere in verdünnter Lösung («lattice animals»)130,3’1 2
Kettenpolymere in gutem Lösungsmittel («self-avoiding random walk»)1301 5/3
Kettenpolymere in schlechtem Lösungsmittel oder Schmelze («simple random 
walk»)1301, Brownsche Bewegung in zwei und drei Dimensionen1311“1 (auch 
Molekültrajektorien in Flüssigkeit1321)

2

Diffusionsfront in der Ebene1331 1.76
Kritische Fluktuationen in Phasenübergängen1341 aus kritischen 

Exponenten
Seltsame Attraktoren in dynamischen Systemen (inklusive chemischer Kinetik)13,5,351161 < Dimension des
oder chaotische Überbleibsel invarianter Tori in konservativen Systemen ^37^ Phasenraums
Energie-Niveaus in Molekülen1381 und Metall/Isolator-Systemen1391 < 1
Skelett von Proteinen1401 1.3-1.8
Oberfläche von Proteinen1411 (vgl. auch Abschnitt 6) «2.2
Festkörperoberflächen im molekularen Bereich (Abschnitte 4-7) 2-3
Metallbruchflächen im pm-Bereich1421 2.1-2.3

w Literaturhinweise beziehen sich auf allgemeine Darstellungen oder Quellen für weitere Referenzen; sie zielen 
weder auf Vollständigkeit noch auf historische Urheberschaft.

1151 Illustrationen des allgemeinen Satzes LI (vgl. auch [41al), dass ein typischer Schnitt durch ein D-dimensionales 
Objekt die Dimension D - 1 hat.

LI Siehe auch Abschnitt 7 und P4l
151 Der Beweis ist zu einfach, um hier vorenthalten zu werden: Für ein in d = 1,2,3,... Dimensionen diffundierendes 

Teilchen (Zufallsweg) gilt bekanntlich l ~(1 für die mittlere zurückgelegte Distanz / als Funktion der Zeit t. Da 
für d — 2,3,... der Prozess nicht rekurrent, d.h. der Bruchteil der mehrfach besuchten Punkte verschwindend ist, 
kann t als «Masse» der Trajektorie identifiziert werden. Durch Vergleich von t ~ l2 und Relation (2) wird D = 2 
erhalten.

LI Für andersartige fraktale Analysen chaotischer Kinetik vgl.1361.

einander geometrisch ähnlich sind. Unter 
diesen Bedingungen sind (5) und (6) äqui­
valent: Bei (5) wird die Oberfläche mit ver­
schiedenen grossen Kopien einer Referenz­
sonde abgetastet; bei (6) werden verschie­
den grosse Kopien der Oberfläche mit ein 
und derselben Sonde untersucht, wobei die 
Gültigkeitsintervalle für <7 bzw. R in­
einander umgerechnet werden können. 
Das Gültigkeitsintervall für <7 heisst der zu 
D gehörige Maßstabsbereich («yardstick 
ränge»). Für Einzelheiten (Herleitung, Ab­
schwächung von Bedingungen, Mindest­
grösse des Maßstabsbereichs u.a.m.) 
siehe19,11,161. Hier sollen drei Katalysator- 
Beispiele, darunter erstmals eine Metall­
oberfläche, erörtert werden. Andere unter­
suchte Katalysatoren sind ein Zeolith 
(D = 2.0, glatte Röhren)143“1 und Kaolinit 
(D = 2.9, vertikal gezeichnete Silicat­
schichten enden an der Oberfläche mit ei­
nem Profil wie Fig. 1b)111-43’1.

4.1. Kieselgel (D = 3.0)
Historisch das erste Beispiel143“1 über­

haupt, basierend auf Gleichung (5) und Li­
teraturdaten, war Kieselgel (Silicagel), mit 
D = 2.94 ± 0.04. Neueste Experimente145,471 
mit einem vergleichbaren Kieselgel bestäti­
gen und erweitern jenes Resultat aufs ein- 
drücklichste: Fig. 4 gibt die Adsorption

von verschieden grossen Alkoholmolekü­
len wieder. Die Gerade zeigt, wie gut Glei­
chung (5) erfüllt ist; die Steigung ergibt 
D = 2.97 ± 0.02. Aus Gleichung (5), d. h. 
Adsorption an Fraktionen unterschiedli­
cher Teilchengrösse (R = 35-113 pm) des­
selben Materials, resultiert D = 2.96 ± 0.04

Fig. 4. n,a-Werte für die Adsorption von Alkoholen aus Toluol an Kieselgel (Woelm, No. 
04662, 500-600 m2/g N2-BET-Oberfläche, 60 Ä nomineller Porendurchmesser), o wurde 
auf Standardweise (kugelförmige Moleküle) aus dem Molvolumen (liq.) des jeweiligen 
Alkohols berechnet. Der damit ausgemessene Maßstabsbereich beträgt 18-42 Ä2 
(Quelle:[451/

mit tert-Amylalkohol (aus Decalin) als 
Referenzadsorbt; im wesentlichen das glei­
che Ergebnis wird mit anderen Referenz­
molekülen als Adsorpt erhalten[45’. Klein­
winkel-Röntgenstreuung (Abschnitt 5) am 
selben Material findet D = 3 in einem Be­
reich von 1-1000 Ä21471.

Mit einer Dimension von praktisch 3 ist 
also die Kieselgeloberfläche in einem wohl­
definierten Sinne volumenähnlich (fraktale 
Modelle für diese Extremsituation werden 
in1161 diskutiert; es sind Abwandlungen des 
Menger-Schwamms in Fig. 10). Die Ober­
fläche ist so zerklüftet und porös, dass sie 
beinahe einen 3-dimensionalen Körper 
ausfüllt; dass eine Zerkleinerung der Kie­
selgelteilchen keinen Zuwachs an Oberflä­
che mehr bringt (Gleichung (6) für D = 3); 
dass eine Verdoppelung des Molekül­
durchmessers zu einer Halbierung des 
scheinbaren (mit dem entsprechenden Mo­
lekül gemessenen) Flächeninhalts führt.

Die katalytische Bedeutung von Kiesel­
gel liegt vor allem in seiner Verwendung als 
Träger für hochdisperse Metallkatalysato­
ren1481, aber auch - nach spezieller Behand­
lung (Neutronenbeschuss[491, Promotion 
schon mit Spuren von AI1501, Halogenie­
rung1501) - in der Eigenschaft einer Lewis/ 
Bronsted-Säure für Doppelbindungsver­
schiebungen und Cracken von Kohlenwas­
serstoffen. In diese katalytischen Funktio­
nen greift die fraktale Oberflächenstruktur 
von Kieselgel auf sehr vielfältige Weise ein: 
Das Resultat D = 3.0 im molekularen Be­
reich bestimmt
- den Massetransport (Diffusion. Knud­

sen-Fluss) durch Mikro- und Mesopo­
ren (Gleichungen (9) und (10)) ; häufig 
ist das der geschwindigkeitsbestim­
mende Schritt;

- die Grössenverteilung von Metallkri- 
stalliten, falls direkt durch Porengrösse 
bestimmt (Gleichung (9.)), oder die 
Oberflächendiffusion von Metallato­
men, falls die Kristallite noch reifen 
(Gleichung (14));
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- die Oberflächendiffusion von Reaktan- 
den, Katalysatorgiften etc. im Falle von 
Metall-Träger-Wechsel Wirkung1481;

- die eduktabhängige Zugänglichkeit der 
aktiven Zentren (Gleichung (12));

- die Konformationsanalyse von adsor­
bierten Edukten (Ermittlung von cs aus 
Gleichung (5); z. B. wurde so auf Kiesel­
gel die Konformation von 1-Butanol bis 
1-Dodecanol untersucht1451).

4.2. Poröses Al2O3 (D = 2.8)
Die katalytische Rolle von Aluminium­

oxid (y- und //-Formen) ist sehr ähnlich 
der von Kieselgel, jedoch hat A12O3 als 
selbständiger Katalysator ein erheblich 
breiteres Wirkungsfeld als SiO2[48,51]: A12O3 
katalysiert auch Gerüstumwandlungen 
und Deuterierung von Kohlenwasserstof­
fen, cis/ trans -Isomerisierung von Alkenen, 
Dehydrierung von Alkoholen. Diese Re­
aktionen benötigen mehr Platz an der 
Oberfläche als die sowohl an SiO2 wie an 
A12O3 ablaufenden Doppelbindungsver­
schiebungen und Fragmentierungen. Tat­
sächlich ist eine Oberflächendimension 
von 3 für Kieselgel die denkbar schlechte­
ste Voraussetzung für raumbeanspru­
chende Reaktionen (bei D = 3 füllt jedes 
adsorbierte Molekül eine ganze Mikro­
pore). Dies deutet darauf hin, dass es unter 
anderem solche sterisch ungünstigen Ver­
hältnisse sind, die den katalytischen Wir­
kungsbereich von Kieselgel limitieren1*1. 
Dann muss aber die Al2O3-Oberfläche eine 
merklich offenere Struktur, d. h. eine nied­
rigere Dimension als Kieselgel aufweisen. 
Genau das findet man im Experiment 
(Fig. 5).

[*] Es gilt15S1, dass die Oberfläche jedes konvexen Kör- 
pers die Dimension D = 2 hat.

Diese Fallstudie zeigt, dass man mit 
Gleichung (5) das Vorliegen einer be­
stimmten Dimension sehr wohl über viele 
Grössenordnungen von er verfolgen kann, 
wenn man geeignete Polymere als Maß­
stabsmoleküle nimmt (ein weiteres Beispiel 
ist Aktivkohle,43cl). Hier sind es kugelför­
mig verknäuelte Kettenmoleküle, die 
wohldefinierte Sonden ergeben. Wesent­
lich ist, dass die Polymermoleküle, wie im 
vorliegenden Fall1521, sich aus sterischen 
Gründen in den Poren nicht entknäueln 
können, d. h. im gelösten und adsorbierten 
Zustand dieselbe Gleichgewichtsstruktur 
haben. Das ist in krassem Gegensatz zu 
starker Adsorption an einer ebenen Ober­
fläche (Abstossung der Monomereinheiten 
innerhalb der Kette, Anziehung zwischen 
denselben und der Oberfläche), wo sich die 
Ketten auseinanderfalten und quasi eine 
Monoschicht von Monomeren bilden. Da­
mit stellt Fig. 5 nicht nur ein Beispiel für 
fraktale Moleküle (D = 2 wegen schlech­
tem Lösungsmittel, vgl. Tabelle 3) auf ei­
ner fraktalen Oberfläche (D = 2.8, bestä-

[*]Bei  Metallkatalysatoren auf Kieselgel ist dies an­
ders, weil Metallkristallite nur in grösseren Poren, und 
zwar freistehend, vorhanden sind.

LOG r (Ä)
Fig. 5. Adsorption von N2 und Polystyrolmolekülen an Al2O3 (Alcoa, «Activated Alumina 
Grade F-20», 310 m2/g N2-BET-Oberfläche). Aufgetragen ist adsorbierte Menge n gegen 
Molekülradius r (für N2 aus Molvolumen (liq.),für Polystyrol Gyrationsradius aus Licht­
streuung); D ergibt sich also aus n ~ r~D. Die Radien entsprechen einem Maßstabsbereich 
von 16-4.5 x 10s Ä2. Eingezeichnete Zahlen sind Werte für Molmasse x 10~3 des jeweili­
gen Polystyrols (Quelle:[4M1; experimentelle Daten aus l52]).

tigt aus Poren-Daten1521 und Gleichung (9)) 
dar, sondern ebenso dafür, dass die Di­
mension einer Oberfläche grundsätzlich 
ein thermodynamisches Gleichgewicht 
verändern kann.

4.3. Pt-Kristallitkanten (D = 1.7)
Im System aus feinverteiltem Platin auf 

Kieselgel, einem der gebräuchlichsten Ka­
talysatoren, kann die Grösse der Pt-Teil- 
chen (in situ erzeugt, Durchmesser « 10 
bis 100 Ä) durch die Präparationsbedin- 
gungen gesteuert werden. Zur Bestimmung

Fig. 6. Chemisorption von H2 an Pt auf Kieselgel. Atomverhältnis H:Pt (p) als Funktion des 
elektronenmikroskopisch ermittelten Pt-Kristallitdurchmessers (2R, 13-40 Ä). Die Adsor- 
bens-Dimension D ergibt sich aus Gleichung (6) mit p statt n (Quelle:1561; Messungen:1571).

der aktiven Pt-Oberfläche wird häufig die 
Chemisorption von H, herangezogen148,531 
und das Verhältnis p der Anzahl adsorbier­
ter H-Atome zur Anzahl Pt-Atome insge­
samt gemessen (das entspricht der Molzahl 
n in den Gleichungen (5) und (6)). Da Elek­
tronenmikroskopie und andere Untersu­
chungen deutliche Pt-Kristallite zeigen1541 
und somit D = 2 für deren Oberfläche im­
plizieren1’1, erwartet man die klassische Be-
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ziehung p ~ R ' (Gleichung (6) mit D = 2) 
fürp als Funktion des Pt-Teilchenradius R. 
Experimentelle Daten befolgen aber Glei­
chung (6) durchwegs mit D = 1.71561: Für 
eine Messreihe ist dies in Fig. 6 illustriert; 
Messungen anderer Autoren, bei denen R 
aus Röntgendiffraktionsdaten gewonnen 
wurde, ergeben dasselbe.

Die Erklärung hierfür ist[56]: Die Ad­
sorption von H2 findet selektiv nur an den 
Kanten der Kristallite statt, und diese Kan­
ten bilden ein fraktales Netzwerk (Kurve) 
der Dimension 1.7. Die Oberfläche als 
Ganzes hat die Dimension 2. Ein solcher 
Pluralismus von Dimensionen ergibt sich 
immer dann, wenn Unregelmässigkeiten 
(Kanten, Ecken) genügend zerstreut, ver­
einzelt vorliegen, dass die Oberfläche rekti­
fizierbar und somit 2-dimensional bleibt 
(Fig. 7). Solche Oberflächen werden sub-

ähnlichkeitsbereich für abnehmende Tem­
peratur T < «roughening temperature»). 
Selbst quantitativ besteht auffällige Über­
einstimmung: Untersuchungen von Bur­
kov1^ liefern starke Indizien dafür, dass 
dort - wenn die interatomare Wechselwir­
kungsenergie für grosse Abstände |x| wie 
|x p abfällt - die Kantengesamtheit die Di­
mension

11101

hat. Fürvan-der-Waals-Anziehung(y = 6) 
führt dies zu D > 1.5, passt also ausge­
zeichnet zum Befund D = 1.7 in Fig. 6.

Solche Subfraktalität impliziert mehr als 
bloss das verfeinerte Bild, dass Wasserstoff

Fig. 7. Dimension D' der Menge aller Kanten- und Eckpunkte (d. h. wo die Oberfläche den 
Krümmungsradius 0 hat) in Abhängigkeit der Oberflächendimension D. D' ermöglicht also 
die Unterscheidung verschiedener Oberflächen mit D — 2 (nicht aber mit D> 2). Genau das 
Gegenteil vermag die sogenannte Lakunarität®'16,551: Sie ist stets gleich 0 für D = 2, kann 
aber verschiedene Oberflächen mit gleichem D > 2 unterscheiden.

fraktal genannt; für Katalysatoren sind sie 
in1'6’ vermutet worden (die dort verwende­
ten Cantor- und Levy-Treppenfunktio­
nen1'1 für Oberflächenprofile kommen aber 
- mangels Konvexität - nur für mikrosko­
pische Modelle oder Nichtgleichgewichts­
situationen in Frage). Fig. 8 zeigt, dass eine 
subfraktale Pt-Oberfläche sich sehr gut mit 
klassischen Modellen für Pt verträgt, ja 
dass von der statistischen Thermodynamik 
fraktale Kantensysteme sogar vorausge­
sagt werden[59, 601 (mit wachsendem Selbst-

an Platin statt als 2-dimensionale Mono­
schicht als 1.7-dimensionale Submono­
schicht vorliegt; sie impliziert, dass soge­
nannte struktur-unempfindliche Reaktio­
nen!58<i11, d.h. Prozesse, bei denen die kata­
lytische Aktivität a proportional zur 
Grösse p ist (viele Hydrierungs- und Iso­
merisierungsreaktionen gehören dazu), in 
Wirklichkeit kantenkontrolliert sind (vgl. 
auch Abschnitt 6). Hier gibt also die frak­
tale Dimension Hinweise auf die Struktur 
aktivierter Komplexe an der Oberfläche.

Fig. 8. Veranschaulichung der fraktalen 
Kantenstruktur von Pt-Kristalliten. (a) 
Sierpihski-Kurve1® (erste drei Schritte der 
Konstruktion, D = In 3/ln 2= 1.58) als Ka­
rikatur einer Aufsicht des Kanten-Netz­
werks. - (b) Traditionelle Kubooktaeder- 
Modelle für Pt mit Vorstufen von selbstähn- 
licher Kantenstruktur (Quelle:15®). - (c) 
Unendlich viele, immer kleinere Facetten ei­
nes im thermodynamischen Gleichgewicht 
befindlichen Kristalls (schematisch, 
T ~ 0 K) mit interatomarer Wechselwir­
kung grosser Reichweite (Quelle:l5®).

5. Streuung an fraktalen Objekten
Bedenkt man, dass wir durch einfaches 

Hinschauen die Rauhigkeit einer Gebirgs­
landschaft und somit deren fraktale Di­
mension wahrnehmen können, so wird 
deutlich, dass im Prinzip jedes Streuexperi­
ment Information über die Dimension des 
zugrundeliegenden Zielobjekts enthält. 
Nicht selbstverständlich ist, dass Experi­
mente bei einer einzigen Wellenlänge sol­
che Information liefern können (Tabelle 4, 
Zeilen 2-5; nur die Situation in Zeile 1 
benötigt für die D-Bestimmung eine Aus­
messung, nämlich des Schattens, mit ver­
schiedenen Maßstäben). Je nach Streupro­
zess und Detektion tritt somit D auf sehr
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Tabelle 4. Manifestation der fraktalen Dimension in verschiedenen Streuprozessen (Wellenlänge konstant). Vor­
wärts- bzw. Rückwärtsstreuung bedeutet, dass das Objekt (O: Oberfläche, A: Aggregat) im wesentlichen transpa­
rent bzw. reflektierend ist. Alle Situationen äusser der ersten erfordern, dass die Projektile das gesamte Objekt 
erreichen können. Der einfallende Strahl ist kontinuierlich, wo nicht anders vermerkt. Die Potenzgesetze gelten für 
kleines z, 6, Iü bzw. grosses r. Pro memoria: Wellenlängen > äusserer Cutoff können die fraktale Struktur nicht 
auflösen.

Streuung, 

Objekt

Wellenlänge

innerer Cutoff

Dimension D aus

rückwärts 
(O,A)

< 1 Schatten, Projektionstheorem13“’621: D(Schatten) = min {2,D}

vorwärts oder > 1 Intensitätsfluktuationen JZ (örtlich) als Funktion des Detektor-
rückwärts (O) abstands z: AI ~ z^~ 0172 1631

rückwärts, 
gepulst (O)

> 1 Echo (Intensität I) als Funktion der Zeitverzögerung r.I ^ tD" 41M1

vorwärts 
(O, A)

< 1 Intensität I als Funktion des Streuwinkels 9:
I~eD~ 6 für Oberflächen 1
I~ 0~D für Aggregate J v§ • exl

reaktiv 
(O, A)

< 1 Anzahl reaktiver Ereignisse, N, als Funktion der einfallenden 
Intensität I0'.N ~lf12116 6S1

verschiedene Weise zutage. Entsprechend 
vielfältig ist das Angebot an Alternativen 
zu den bisher diskutierten Methoden (Ta­
belle 2 sowie Gleichungen (5) und (6)) der 
Dimensionsbestimmung. Für poröse, ver­
borgene Oberflächen schränkt die Erreich­
barkeitsbedingung (Tabelle 4) die Auswahl 
allerdings ein. In der Tat folgt aus Zeile 1, 
dass diese Bedingung nur dann automa­
tisch erfüllt ist (für beliebige Projektile und 
Richtungen), falls D < 2ri. Für den mole­
kularen Bereich kommen dann nur noch 
die beiden letzten Methoden, Untersu­
chung mit Röntgenstrahlung oder Neutro­
nen, in Frage. Von diesen wird hier die 
Kleinwinkelstreuung (Zeile 4) näher be­
trachtet.

Sie beruht darauf, dass die gestreute In­
tensität I im wesentlichen die Fourier- 
Transformierte der Elektronendichte- 
bzw. Kerndichte-Korrelationsfunktion ist. 
Für grosse Streuwinkel 6 ist sie durch die 
Nahordnung bestimmt und führt im Falle 
eines periodischen Gitters zu den klassi­
schen Laue-Reflexen. Für kleines 6 ist I 
durch die Fernordnung bestimmt, d. h. da­
durch, wie die Korrelationsfunktion für 
grosse Abstände gegen Null abfällt. Für 
ein fraktales Objekt ist dieses Abfallen 
durch die Dimension D gegeben. Es zeigt 
sich, dass man zwei Fälle unterscheiden 
muss, nämlich ob das Verhältnis von Ober­
flächenatomen zu Gesamtzahl Atome < 1 
oder « 1 ist. Äquivalent dazu ist, dass die 
Masse-Radius-Beziehung (2) für Oberflä­
chenmasse bzw. für die Gesamtmasse gilt 
(Zeile 2 bzw. 5 in Tabelle 2; man spricht 
auch von «surface fractal» versus «volume 
fractal»).

Der erste Fall, eine D-dimensionale 
Oberfläche, führt zu167 681 

/-sin^^0-6" (7)

Der zweite Fall, ein D-dimensionales Ag­
gregat, führt zu126-311

I ~ sinf^ 7t j 0 ^ D (8)

«Aggregat» kann also eine der in Tabelle 3 
erwähnten dendritischen Strukturen, aber 
ebenso ein Polymer meinen (tatsächlich ist 
Gleichung (8) wenig mehr als die manifeste 
fraktale Version dessen, was bei Polyme­
ren statische Lichtstreuung genannt 
wird16’1). Die Koinzidenz von (7) und (8) im 
Limes D-^ 3 spiegelt wider, dass bei einem 
Körper mit 3-dimensionaler Oberfläche 
praktisch alle Masse exponiert, d. h. Ober­
flächenmasse ist (dieser Limes bedarf aller­
dings einiger Sorgfalt, da dann die Vorfak­
toren in (7) und (8) verschwinden und da­
für ein Term ~ 0~A dominant wird147-681).

Wie mächtig die Methode im Einzelfall 
sein kann, illustriert Fig. 9 für eine Kohle­
oberfläche. Gegenüber den fraktalen Koh­
leanalysen mittels Adsorption14X61 hat die­
ses Beispiel den Vorteil, dass es mit einem 
einzigen Experiment Fraktalität über viele 
Grössenordnungen nachweisen kann. Der 
Nachteil ist, dass die Einarbeitung des in­
neren und äusseren Cutoffs in die Glei­
chungen (7) und (8) - wie dies für weniger 
ideale Situationen nötig ist - eine recht 
komplizierte, wenigstens vierparametrige 
Theorie ergibt.

SCATTERING ANGLE IRADIANSI

Fig. 9. Röntgen-Kleinwinkelstreuung an 
Beulah-Braunkohle. Aus dem Geradenteil 
der Kurve und Gleichung (7) folgt 
D = 2.56 ± 0.03 über einen Maßstabsbe­
reich von x 1()2- 106 Ä2 (Quelle: [671j.

Das Beispiel hat einen wichtigen porosi- 
metrischen Aspekt: Wie Bale und 
Schmidt1671 gezeigt haben, kann man Glei­
chung (7) ebenso gut interpretieren als 
Streuung an einem Porensystem (einer 
Oberfläche) mit der Porengrösse-Vertei- 
lung

dp
(9)

wobei V(p^ das kumulative Volumen aller 
Poren mit Radius ^ p ist (da F(p) mit 
wachsendem p abnimmt, ist —dV/dp posi­
tiv). Gleichung (9) ist aber genau das, was 
die Theorie für eine D-dimensionale Ober­
fläche voraussagt[9> "’16’55], und zwar unab­
hängig von der Gestalt der Poren, ob sie 
verzweigt, durchgehend etc. sind oder 
nicht1*1. Somit stellt Fig. 9 eine experimen­
telle Realisierung der Gleichung (9) dar. 
Das ist deshalb von Bedeutung, weil es 
sonst kaum genügend zuverlässige (abso­
lute) Methoden der Porosimetrie gibt1™1,

[*]Um den Satz in dieser Allgemeinheit zu qualifizie­
ren, muss man V(p) überhaupt erst modellunabhängig 
präzisieren können. Das ist uneingeschränkt mög­
lich1551 und führt zu dem Ergebnis, dass Gleichung (9) 
für beliebige Punktmengen mit D > Dtop gilt1'6,551. Ins­
besondere beschreibt Gleichung (9) in wohldefinierter 
Weise auch die Porengrösse-Verteilung in Polymeren, 
Aggregaten etc.

[*]  Die Variante dieses Resultats, nämlich dass ein frak­
tales Objekt genau dann lichtdurchlässig ist, falls 
D < 2, ist wichtig für die Sonnenlicht-Durchlässigkeit 
von Staubaggregaten (® 1.8-dimensional) in der At­
mosphäre. Vgl.1661 für eine quantitative Rechnung in 
Abhängigkeit von der Wellenlänge > innerer Cutoff, 
von D, von der Aggregatgrösse und -konzentration 
(Fallstudie «nuklearer Winter»).

[*]Die  natürliche Variable von I ist die Länge q des 
gestreuten Wellenvektors, q = 4» -sin(0/2)/Wellen- 
länge. Für kleine 9 (gewöhnlich < 1°) ist q proportio­
nal zu 0, und man kann, wie hier getan, die Potenzge­
setze für I(q) in solche für 1(0) umformulieren.
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um Gleichung (9) experimentell zu prüfen. 
Das Problem etwa bei der Kapillarkon­
densation oder Hg-Eindringmethode ist, 
dass der für die Auswertung benötigte Be­
netzungswinkel selbst von der Oberflä­
chenbeschaffenheit, die man untersuchen 
will, abhängt; für eine fraktale Oberfläche, 
die nirgends eine Tangentialebene besitzt, 
ist er nicht einmal definierbar. (Wenn man 
gleichwohl diesen Winkel wie für eine 
ebene Oberfläche ansetzt, so darf es nicht 
verwundern, dass derartige «experimen­
telle Verteilungen» zwar nicht selten Glei­
chung (9) erfüllen, doch fast ausnahmslos 
mit einem unmöglichen D-Wert > 3[71].) 
Für Vorschläge, wie solche Eichschwierig­
keiten mittels Gleichung (9) umgangen 
oder konstruktiv bewältigt werden kön­
nen, siehe111,16155,711.

6. Kinetik an fraktalen Oberflächen
Nach Fig. 1b, 1c und la stehen drei Pro­

blemkreise zur Diskussion:

6.1. Transport zur Oberfläche
Eine Oberfläche kommuniziert mit der 

Umgebung über ihre Poren; der Fluss zur 
Oberfläche (und «durch» sie, falls wie bei 
vielen Katalysatoren die Poren durchge­
hend sind) wird durch die Porengrösse- 
Verteilung (9) bestimmt. Eine einfache An­
wendung ist die diffusionskontrollierte 
Umwandlung einer Spezies A in die Spe­
zies B beim Stoss mit der Oberfläche,

A(g) + Ob -> B(g/ads) + Ob

(der eigentliche, an der Oberfläche ablau­
fende Prozess A-*B soll also schnell sein; 
statt gasförmig können A, B auch flüssig 
oder in Lösung vorliegen). Das schliesst 
ein:
A=B®: lonenentladung an einer Elek­
trode;
A = B*: elektronischer Energietransfer;
A = B’: Spinrelaxation;
A = O2(aq), B = OHe: Rosten.

Es sei A zur Zeit / = 0 in der fluiden 
Phase homogen verteilt. Man kann dann 
aus Gleichung (9) herleiten1161, dass die glo­
bale Konzentration von B (~ Anzahl B- 
Teilchen) das Anfangsverhalten

[B]^t(3-D)/2 ü°)

aufweist (für t < {äusserer Cutoff}’/Diffu­
sionskonstante). Das ist die quantitative 
Version von Fig. lb: [B], wächst um so 
schneller, je grösser D ist. Die 2 in Glei­
chung (10) ist die fraktale Dimension Dw 
des Weges der diffundierenden A-Teilchen 
(Tabelle 3). Für die lonenentladung lässt 
sich noch mehr folgern: Der Strom zwi­
schen Elektrolyt und Elektrode ist d[B],/dt, 
also ~ t(1 “ D)/2. Kleine Zeiten t entsprechen 
hohen Frequenzen co eines angelegten 
Wechselfeldes. Also wächst die Wechsel- 
strom-Leitfähgikeit zwischen Bad und 
Elektrode für grosse co wie m(D“11/2172].

Ein ganz andersartiger Transportpro­
zess ist die sogenannt direkte, elektroma­
gnetische Übertragung elektronischer An­
regungsenergie von einem Donor- zu ei­
nem entfernten Acceptormolekül,

A*(ads) + B(ads) ^ m > 
A(ads) + B*(ads) 2

Obwohl hier A* und B als auf der Oberflä­
che (oder einer beliebigen anderen frakta­
len Struktur) befindlich vorausgesetzt wer­
den, wird die Anregung nicht entlang der 
Oberfläche, sondern quer durch die Poren 
(und auch durch den Träger hindurch) 
übertragen. Nimmt die Übertragungsrate 
mit dem Abstand |x| zwischen A* und B 
wie |xp Ü = 6 für Dipol-Dipol-Wechsel­
wirkung) ab und liegt ein A*-Molekül in 
Gegenwart einer geringen Acceptor-Kon- 
zentration [B]o vor (Anzahl B-Moleküle 
< Anzahl Adsorptionsplätze; B gleich­
mässig verteilt auf der Oberfläche), so ist 
die Überlebenswahrscheinlichkeit von A* 
für mittlere und grosse Zeiten t gegeben 
durch1731

exp(—const ■ |B]ofD^) (Hb)

(Für Experimente in porösem Glas vgl.[74]). 
Auch hier ist also die Reaktion um so 
schneller, je grösser D ist. Man kann dies 
aus Tabelle 2, Zeile 2 verstehen, d. h. da­
her191, dass ein adsorbiertes Molekül mit 
mehr Nachbarn in festem Umkreis wech­
selwirken kann, wenn D gross ist (siehe 
auch Fig. Id, wo nur der Bedeckungsgrad 
zu reduzieren ist, um die Situation hier zu 
beschreiben).

Durchflussreaktor-orientierte Trans­
portaspekte (Permeabilität, Stokes-Fluss, 
Taylor-Dispersion) in fraktalen Kapillar­
netzwerken wurden von Adler™ unter­
sucht.

6.2. Anzahl aktiver Zentren
Die Reaktionsgeschwindigkeit ist pro­

portional zur Anzahl aktiver Zentren (vgl. 
auch Abschnitt 2) - unabhängig davon, 
was der geschwindigkeitsbestimmende 
Schritt ist. Aktive Zentren können die ge­
samte zugängliche Oberfläche oder Teil­
mengen davon sein; ihre effektive Anzahl 
kann variieren, weil die Grösse er der zu 
aktivierenden Eduktmoleküle oder die 
Teilchengrösse R des aktiven Materials va­
riiert. Zusammen mit Gleichung (5) und 
(6) folgt sofort, dass die spezifische Reak­
tionsgeschwindigkeit bzw. katalytische 
Aktivität (a, definiert als Gramm umge­
setzte Substanz pro Gramm Katalysator 
und Sekunde) den Gesetzen

a~<r“D/2 (12)

a~RD~3 (13)

gehorcht[l6], wenn das Ensemble der akti­
ven Zentren D-dimensional ist und alle an-
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deren Einflussfaktoren konstant gehalten 
werden. Die klassische Adlineationstheo- 
rie der Katalyse1761, gründend auf ein Wür­
felmodell des Katalysators, kennt die drei 
Spezialfälle von Beziehung (13), nämlich 
dass Würfelobcrflächen (D = 2), -kanten 
(D = 1) oder -ecken (D = 0) aktiv sind. 
Hingegen bieten fraktale Oberflächen 
(2 ^ D < 3) und Kanten- oder Eckenge­
samtheiten (0 ^ D ^ 2) von subfraktalen 
Oberflächen ein sehr viel reichhaltigeres 
Voraussage- und Interpretationsinstru­
ment für Potenzgesetze a ~ R~" (nämlich 
den ganzen Bereich 0 < v ^ 3) an. In Ab­
schnitt 4.3 wurde eine solche Voraussage 
für Platin gemacht; zahlreiche experimen­
tell untersuchte Fälle solcher nichtklassi­
scher R-Abhängigkeiten sind in158’61-761 er­
wähnt.

Für D > 2 lässt sich Gleichung (13) ver­
feinern1161: Während eine isotrope Oberflä­
che mit D > 2 und innerem Cutoff = 0 
letztlich keine Unterscheidung zwischen 
Flächen-, Kanten- und Eckplätzen zulässt 
(Fig. 7), ist bei endlicher Auflösung eine 
derartige Klassifikation sehr wohl möglich 
(Fig. 10). Zählt man diese Plätze in Abhän­
gigkeit von R, so führt jeder der drei Typen 
zwar wieder zu Gleichung (13), aber mit 
verschiedenen Proportionalitätsfaktoren.

Der Anwendungsbereich von Gleichung 
(13) ist nicht auf Katalyse beschränkt, wie 
das Beispiel der Reaktion

6 HF + SiO2(Quarz) -> H2SiF6 + 2 H2O

zeigt: Der Angriff von HF findet gleich­
mässig an der ganzen Quarzoberfläche 
statt. Ist diese D-dimensional, so muss also 
auch hier Gleichung (13) gelten, wenn man 
für a die spezifische Anfangs geschwindig- 
keit der Reaktion nimmt (D ändert sich im 
Laufe des Auflöseprozesses[43e]). Das Expe­
riment (Fig. 11) bestätigt dies in mehrfa­
cher Hinsicht. Denn Fig. 11 lässt sich als 
Bestätigung von Voraussagen auffassen: 
Aus Adsorptionsmessungen (Gleichung 
(6)) wurde für einen anderen gemahlenen 
Quarz D = 2.15 ±0.06 gefunden143’1, und 
für Ottawasand erwartet man eine glatt­
erodierte Oberfläche.

6.3. Diffusion auf der Oberfläche
Die Diffusion auf fraktalen Oberflächen 

und anderen selbstähnlichen Strukturen ist 
ein viertes Beispiel für die Wechselwirkung 
zweier Fraktale untereinander (die bisher 
diskutierten Beispiele waren Fig. 5, der Pt/ 
Kieselgel-Katalysator und Gleichung 
(10)). Sie unterscheidet sich von der Diffu­
sion zur Oberfläche darin, dass hier die 
Dimension Dw des Weges des diffundieren­
den Teilchens von der Oberfläche beein­
flusst wird (bei Gleichung (10) ist das nicht 
möglich, ist stets Dw = 2, weil dort der Dif- 
fusions- d.h. Porenraum universell 3-di- 
mensional ist); und dass die mittlere zu­
rückgelegte Distanz / langsamer als t1/Dw 
wachsen kann, da der Prozess hier durch-



FORSCHUNG 131
CHIMIA 39 (1985) Nr. 5 (Mai)

aus rekurrent (Tabelle 3, Fussnote [d]) sein 
kann1*1. Fig. 10 zeigt, dass l als Funktion 
der Zeit t davon abhängt, ob die Oberflä­

[*] Unter den mehrfach zusammenhängenden Modell­
systemen gibt es einige, für die D exakt berechnet wer­
den kann1801 (die Sierpihski-Kurve in Fig. Sa gehört 
dazu, D = In9/ln5 = 1.37). Für Perkolations-Cluster 
gibt es die berühmte Vermutung D = 4/314L Doch Ö 
des Menger-Schwamms ist bisher nicht bekannt.

[**] Für eine Erweiterung des Dimensionsbegriffs, nach 
der stets l ~ t1/Dw gilt, vgl. 177L

Fig. 10. Menger-Schwamm[” (B = In 20/In 3 = 2.73) als Modell für einen Katalysator mit 
durchgehenden Poren (alle «Würfel»-Mitten sind leer). Bedeckt man ihn mit Molekülen 
der Grösse r0, so besitzt die resultierende Monoschicht eine (bei der Auflösung r0) wohldefi­
nierte Oberfläche, Gesamtlänge der Kanten und Anzahl Ecken. Division dieser drei Grössen 
durch rf, rf bzw. rf definiert dann die Anzahl (effektiver) Flächen-, Kanten- und Eckplätze 
auf der Oberfläche. Der Schwamm verdeutlicht weiter, dass ein auf der Oberfläche diffun­
dierendes Molekül durch alle die Löcher auf sehr viel kürzerem Weg von einem Punkt zum 
andern gelangen kann als auf einer löcherfreien Oberfläche (Fig. 2) derselben Dimension. 
Daraus folgt eine spektrale Dimension D> 2 (vgl. Text).

LOG PARTIKELDURCHMESSER (^m)

Fig. 11. Kinetik der Auflösung von Quarz unterschiedlicher Herkunft mit HF. Die spezifi­
sche Anfangsgeschwindigkeit der Reaktion (gleiche Einheiten für beide Messreihen) in 
Abhängigkeit von der Teilchengrösse befolgt Gleichung (13) mit den angegebenen D-Wer­
ten (Quelle:[43el).

che einfach zusammenhängend oder 
durchlöchert ist (Konnektivität), d. h. von 
mehr als nur der fraktalen Dimension D

abhängt. Die zusätzlich nötige Charakteri­
stik ist_die sogenannte spektrale Dimen­
sion D (auch Frakton-Dimension ge­
nannt; siehe1781 für eine Übersicht) der 
Oberfläche oder des Objekts, und es gilt

l ~ rD/(2D) (14)

Der Name rührt daher, dass die Anzahl der 
Eigenschwingungen einer fraktalen Struk­
tur, welche die Energie < E (oder Fre­
quenz < const ■ ^/E) haben, proportional 
zu E^2 ist. Man kann aber auch Gleichung 
(14) selbst als Definition von 0 betrachten 
(in der Tat sind Diffusions-, Schwingungs- 
und Schrödinger-Gleichung eng miteinan­
der verknüpft). Es gilt allgemein, dass

Dtop^D<D (15)

(für eine Gerade, Ebene usw. ist somit 
D = D); dass D = Dtop für einfach zusam­
menhängende Objekte (z. B. die Kurve in 
Fig. 3)17911"1; und dass der Diffusionspro­
zess genau dann rekurrent ist, falls D < 2. 
Insbesondere quantifizieren die Gleichun­
gen (14) und (15) die Fig. la: Je mehr D/D 
den Wert 1 übersteigt, um so langsamer ist 
die Diffusion auf der Oberfläche.

Bei mehrfach zusammenhängenden Sy­
stemen, einschliesslich Oberflächen mit 
durchgehenden Poren, muss also D aus ei­
nem separaten Experiment bestimmt wer­
den. Dazu gibt es allerdings eine grosse 
Auswahl1781 (und damit eine ebenso grosse 
Zahl von Anwendungen; siehe auch1811 für 
eine allgemeine Diffusionsgleichung in be­
zug auf fraktale Strukturen). Hier sei ledig­
lich auf folgendes hingewiesen:

a) D von Metallaggregaten kann durch 
Leitfähigkeitsmessungen bestimmt wer­
den p8b’781.

b) Ändert man die Bedingungen für den 
Prozess (Ila) so, dass A  auf der Oberflä­
che diffundiert und die Anregung erst auf 
B (immobil) übertragen wird, wenn A  ein 
B-Molekül trifft («multistep trapping»), so 
ist die Langzeit-Überlebenswahrschein­
lichkeit von A  statt durch den Ausdruck 
(11b) durch

*

*

*

exp( - const • [B]02^+2) • p/(ö+2))

gegeben (das Kurzzeitverhalten wird 
gleichfalls durch D bestimmt)173,781.

c) Sind im Gegensatz zu b) alle Reaktan- 
den mobil auf der Oberfläche, so folgt die 
bimolekulare Reaktion

A(ads) + A(ads) -» Produkte

für t-+oo dem Geschwindigkeitsgesetz1821
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_ d[A], = ^ 1^] max{2,l + 2/D}

dt

Die Reaktionsordnung > 2 für D < 2 ist 
in Übereinstimmung damit, dass für einen 
rekurrenten Prozess ein diffundierendes A- 
Molekül zwar länger braucht, um von ei­
nem Ort zum anderen zu gelangen (Glei­
chung (14)), dass es dabei aber häufiger 
andere A-Moleküle trifft und somit insge­
samt schneller reagiert. Für die Reaktion

A(ads) + B(ads) -> Produkte

vgl.[831.

d) Bei enzymatischen Reaktionen er­
reicht das Substratmolekül das aktive Zen­
trum des Enzyms oft erst nach längerem 
Diffundieren auf der Enzymoberfläche, 
und es interessiert die mittlere Zeit T, bis 
das Substrat von irgendeinem Punkt auf 
der Oberfläche zum aktiven Zentrum ge­
langt ist («mean first-passage time»). Für 
einen allgemeinen Diffusionsraum der 
Grösse 2R (Durchmesser des Fraktals) 
gilt™

T^pfl'^^1^ (16)

(Verallgemeinerung des klassischen Resul­
tats von Adam und Delbrück[Mi). Für lö­
cherfreie fraktale Enzymoberflächen 
(Fig. 12) reduziert sich Gleichung (16) auf 
T ~ RD, da dann D = Dtop = 2. Im Gegen­
satz zu c) wird hier die Reaktion durch 
grosses D (und/oder kleines D) durchwegs 
verlangsamt, und das Enzym muss einen 
Kompromiss finden zwischen dieser Ver­
langsamung und der konträren Beschleu­

nigung bei der Diffusion zur Oberfläche 
(Gleichung (10); dieser Antagonismus 
stellt einen Kompensationseffekt - ähnlich 
wie in Abschnitt 2 beschrieben - dar). Ein 
Wert von D = 2.2, wie bei Lysozym gefun­
den, wäre kein schlechter Kompromiss[4lal.

Fig. 13. Elektrolytisch erzeugter (ebener) Zn-Baum. Durch optisches Ausmessen (im 
wesentlichen der Masse-Radius-Beziehung (2)) wurde D = 1.66 ± 0.03 gefunden. Dieser 
Wert stimmt sehr gut mit der Dimension der dendritischen Strukturen überein, die bei 
diffusionskontrolliertem Wachstum (Computer-Simulationen) entstehen (Quelle :m).

7. Ausblick
Im vorliegenden Bericht wurde aus mehr 

als drei Dutzend Beispielen von fraktalen 
Festkörperoberflächen, die meisten via 
Adsorptionsmessungen entdeckt, eine ka­
talytisch und kinetisch orientierte Auswahl

Fig. 12. Beispiel für eine fraktale Enzymoberfläche: Einer von neun untersuchten[41al Schnit­
ten durch das Lysozym-Molekül. Es resultiert (für die Oberfläche) D = 2.17 ± 0.02 sowie 
D = 2.

getroffen. An diesen Fallstudien wurde 
dargelegt, wie anomale Potenzgesetze, d. h. 
solche, die unverträglich sind mit dem 
klassischen Bild einer lokal ebenen Ober­
fläche, sich in Termini der fraktalen Di­
mension begreifen lassen; wie verschiedene 
Experimente an ein und demselben System 
in bester Übereinstimmung mit den theore­
tischen Voraussagen ausfallen (jedes der 
Potenzgesetze fixiert alle übrigen); wie all 
diese Potenzgesetze (und die Zukunft wird 
noch viele mehr bringen) aus einem einzi­
gen Prinzip, dem der Selbstähnlichkeit, fol­
gen; und wie sich im Einzelfall so überra­
schende Ergebnisse wie die Subfraktalität 
von Pt oder die Fraktalität der Lysozym- 
Oberfläche einstellen.

Insbesondere hat sich gezeigt, dass unge­
ordnete Strukturen genauso einfachen 
geometrischen Gesetzmässigkeiten folgen 
können wie die klassischen Ideale einer 
Geraden, Ebene usw. Im nachhinein ist das 
nicht mehr so verwunderlich. Denn ver­
steht man «Ordnung» und «Un-Ord­
nung» als das Vorhandensein bzw. Fehlen 
von Bezugspunkten in einer vorgegebenen 
Struktur, so sind Geraden und Ebenen die 
vordergründigsten Beispiele für ebensol­
ches Fehlen von Bezugspunkten (Dilata-
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tionsinvarianz). Oder anders herum: Eine 
Kurve wie in Fig. 3 ist, so besehen, nicht 
unordentlicher als eine Gerade. (Insistiert 
man auf einem grundsätzlichen Unter­
schied zwischen den beiden, so bleibt üb­
rig, dass die Gerade nicht nur dilatations-, 
sondern auch translationsinvariant ist.)

Eine Frage, die nur am Rand diskutiert 
wurde, ist, warum die Natur überhaupt so 
reich an fraktalen Strukturen ist. Betrach­
tet man nochmals Tabelle 3, so sind offen­
sichtlich Zufallsprozesse eine wichtige 
Quelle (aber selbst für Oberflächen nicht 
die einzige, vgl. Fig. 8c): Die stetige Wie­
derholung eines bestimmten «Elementar­
ereignisses» führt fast notgedrungen zu ei­
ner selbstähnlichen Struktur, und man 
kann unterschiedliche Dimensionen auf 
unterschiedliche äussere Rand- oder 
Zwangsbedingungen des Prozesses zurück­
führen, der die Struktur erzeugt (vgl. die 
verschiedenen Polymer-Modelle). Ver­
schiedene Dimensionen (von Strukturen 
mit denselben Grundbausteinen) stellen 
also «Fingerabdrücke» verschiedener Ma­
terialvorgeschichten oder Umgebungsbe­
dingungen dar. Beispiele dafür sind die 
drei SiO2-Oberflächen in Fig. 4 und Fig. 
11; Graphit-, Russ- und Aktivkohle-Ober­
flächen (letztere auch als Funktion des Ak­
tivierungsgrades) [43o]; Ca/MgCO3-Oberflä- 
chen verschiedener Herkunft[43el; und die 
Metallbruchflächen in Tabelle 3 undI421.

Aus solchen Fingerabdrücken kann 
man auf die Entstehungsbedingungen 
rückschliessen. Vom Prinzip her besonders 
einfach ist das bei Aggregationsprozessen, 
da man dort verschiedene Mechanismen 
und die daraus resultierenden Dimensio­
nen auf dem Computer simulieren kann 
(vgl.1241 und die Literatur hinweise in Ta­
belle 3). Ein Beispiel für diese Art des Zu­
sammenwirkens von Theorie und Experi­
ment ist in Fig. 13 wiedergegeben.

Dass schon gegenwärtig Aggregations- 
modelle bis hin zur Gelbildung existieren, 
also bis zu den Vorläufern des Kieselgels 
und von porösem A12O3, lässt hoffen, dass 
eines Tages auch Dimensionen wie die der 
Kieselgeloberfläche so verstanden und ge­
steuert werden können. Dieser Beitrag gibt 
dann nicht wenige Antworten auf die 
Frage, welche Dimension für welchen 
Zweck am erstrebenswertesten ist.
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